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Die Arbeit widmet sich der Entwicklung und numerischen Implementierung eines nicht-
lokalen kontinuumsmechanischen Schädigungsmodells zur Beschreibung des duktilen
Versagens eines austenitischen TRIP-Stahlgusses. Dieser weist eine martensitische Pha-
senumwandlung während der Verformung auf. Das Umwandlungs- und Verfestigungs-
verhalten des Untersuchungswerkstoffs hängt stark von Temperatur und Spannungs-
zustand ab. Deshalb wird ein vollständig thermomechanisch gekoppeltes Viskoplastizi-
tätsmodell zugrunde gelegt, welches die temperaturabhängige Zug-Druck-Asymmetrie
von Verfestigung und verformungsinduzierter Martensitentwicklung abbildet. Bei er-
höhter Dehnrate können experimentell beobachtete Kreuzungseffekte der Fließkur-
ven vorhergesagt werden. Die Schädigungsmodellierung baut auf dem viskoplastischen
Grundmodell auf, wobei das netzunabhängige Verhalten durch eine Gradientenerweite-
rung im Rahmen der mikromorphen Theorie erreicht wird. Im Modell können verschie-
dene Ansätze für Schädigungsinitiierung und -entwicklung kombiniert werden. Die Ein-
flüsse der Modellparameter auf die Ergebnisse von Risswachstumssimulationen werden
für ausgewählte Modellvarianten untersucht und bewertet. Mithilfe erarbeiteter Kali-
brierungsstrategien können die qualifizierten Varianten erfolgreich an experimentelle
Ergebnisse von Kerbzugversuchen und bruchmechanischen Kompaktzugproben ange-
passt werden.
Abstract
The present thesis comprises the development and numerical implementation of a non-
local damage model in order to describe ductile failure of a cast austenitic TRIP-steel.
The TRIP-steel shows a martensitic phase transformation during deformation. The
transformation and strain hardening behavior is strongly dependent on temperature
and stress state. For this reason, a fully thermomechanically coupled viscoplasticity
model is proposed, which exhibits the temperature dependent tension-compression-
asymmetry of strain hardening and deformation-induced martensite evolution. Expe-
rimentally observed crossing effects of the flow curves can be predicted at increased
strain rates. The damage modeling is based on the viscoplastic basic model, whereby
the mesh-independent behavior is achieved by a gradient extension within the frame-
work of micromorphic theory. Different approaches for damage initiation and evolution
can be combined within the model. The influences of the model parameters on results
of crack growth simulations are investigated and evaluated for selected model variants.
With the help of developed calibration strategies the qualified variants can be suc-
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Ein Forschungsschwerpunkt des Sonderforschungsbereiches 799 „TRIP-Matrix-Compo-
site“ (SFB 799) der TU Bergakademie Freiberg sind hochlegierte TRIP/TWIP-Stähle
auf Cr-Mn-Ni-Basis [89, 90, 211, 212]. Diese sind aufgrund ihres Chromgehaltes (≥ 10.5
Masseprozent) den nichtrostenden Stählen zuzuordnen und weisen ein vollständig aus-
tenitisches Gefüge auf. Als Austenit wird die kubisch-flächenzentrierte Hochtempera-
turphase (γ-Phase) des Eisens bezeichnet, welche für Reineisen oberhalb von 911 ◦C
existiert. Durch das gewählte Legierungskonzept, d. h. die Zugabe von Nickel, Man-
gan, Kohlenstoff und Stickstoff, liegt die Austenitphase der entwickelten Stähle bei
Temperaturen um und deutlich unter Raumtemperatur (≈ 20 ◦C) vor [210, Abschnitt
1.1]. Im Gegensatz dazu bestehen niedriglegierte TRIP-Stähle bereits im Ausgangs-
zustand aus mehreren Phasen, wobei nur ein gewisser Anteil an Restaustenit vorliegt
[154, 191, 203, 222].
Die Akronyme TRIP und TWIP gehen auf bleibende (plastische) Verformungen
zurück, welche durch eine martensitische Phasenumwandlung (engl. TRansformation
Induced Plasticity) oder mechanische Zwillingsbildung (engl. TWinning Induced Pla-
sticity) hervorgerufen werden. Bei Stählen wird die martensitische Phasenumwandlung
klassischerweise beim Umwandlungshärten genutzt. Dabei muss die Abkühlung sehr
schnell erfolgen, um Diffusionsprozesse zu unterdrücken und somit die höherfeste mar-
tensitische Phase zu erzeugen, siehe z. B. [4]. Die Besonderheit der TRIP-Stähle ist
das metastabile Vorliegen der austenitischen Phase bei der Anwendungstemperatur,
z. B. bei Raumtemperatur. Die martensitische Phasenumwandlung kann in diesem Fall
durch weiteres, langsames Abkühlen oder durch mechanische Belastung hervorgerufen
werden. Mit „TRIP-Effekt“ ist die Ausbildung der damit verbundenen plastischen Ver-
zerrungen gemeint, siehe [60, 145]. Im weiteren Sinne werden sowohl die verbesserten
Verfestigungseigenschaften und die Duktilität der Stähle als auch die dahinterstehen-
den Verfestigungsmechanismen aufgrund der martensitische Phasenumwandlung als
TRIP-Effekt bezeichnet. Insbesondere die typisch S-förmig verlaufenden Fließkurven
kennzeichnen die hochlegierten TRIP-Stähle, siehe [209].
Typischerweise werden austenitische Stähle auf Cr-Ni-Basis für Haushaltswaren, in
der Lebensmittelindustrie, im Automobilbau und im Bauwesen aufgrund ihrer Korrosi-
onseigenschaften verwendet. Weitere bemerkenswerte Eigenschaften sind die sehr gute
Duktilität sowie Zähigkeit bis zu Tiefsttemperaturen [32]. Aus diesen mechanischen
Eigenschaften leiten sich weitere interessante Anwendungsgebiete ab, beispielsweise im
Reaktorbereich von Kernkraftanlagen [207], wobei neben der Korrosionsbeständigkeit
gerade die hohe Zähigkeit genutzt wird. Im Gegensatz zu ferritischen Stählen, sie-
he [124], zeigen die austenitischen Stähle keinen spröd-duktilen Übergangsbereich der
Bruchzähigkeit. Ein weiteres Anwendungsfeld liegt deshalb im Behälterbau für Flüssig-
gastransport und -lagerung [98, 156, 221], wobei tiefe Temperaturen vorliegen (110.15 K
bzw. −163 ◦C). Auch unter extremen Bedingungen im kryogenen Temperaturbereich,
d. h. nahe dem absolutem Nullpunkt (1.9 K bzw. −271.15 ◦C), werden austenitische
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Stähle verwendet, z. B. für Ausgleichsbälge im großen Hadronen-Speichering des CERN
[65, Kapitel 2].
In vielen der genannten Anwendungsbereiche liefert die rechnergestützte, modell-
basierte Simulation die Grundlage zur Optimierung von Konstruktionslösungen unter
charakteristischen Belastungsbedingungen. Damit ist eine zielgerichtete Verbesserung
von Struktureigenschaften realisierbar, welche durch rein erprobungsbasierte Verfahren
nur eingeschränkt gewährleistet werden kann. Zudem wird der versuchsbedingte Mate-
rialeinsatz verringert. Neben der Simulation des Bauteilverhaltens unter Betriebsbedin-
gungen können Berechnungsmethoden bereits im Herstellungsprozess eingesetzt wer-
den, z. B. zur Analyse von Umformungs- und Trennprozessen oder thermomechanischer
Behandlungen. Hierbei zeigt sich jedoch eine Einschränkung für den schnellen Einsatz
von Materialneuentwicklungen auf, da für die Berechnung und Simulation gleichzeitig
geeignete Modellansätze zur Beschreibung des Materialverhaltens entwickelt werden
müssen. Für sicherheitsrelevante Anwendungen, z. B. im Kernkraftbereich, müssen auch
extreme Szenarien bis hin zum Bauteilversagen mithilfe der Modellierung abbildbar
sein, um etwaige Sicherheitsreserven abschätzen zu können. Diese Problemstellung ist
der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit. Der Fokus liegt auf der Weiterentwicklung
schädigungsmechanischer Methoden im Rahmen der Kontinuumsmechanik und deren
konkrete Anwendung auf hochlegierte TRIP-Stähle. Zudem wird ein Materialmodell
erarbeitet, welches wesentliche Deformations- und Verfestigungseigenschaften der Un-
tersuchungswerkstoffe unter Berücksichtigung der martensitischen Phasenumwandlung
beschreibt.
1.1. Stand des Wissens
In diesem Abschnitt wird ein Überblick zum Wissenstand des Deformations-, Ver-
festigungs- und Schädigungsverhaltens hochlegierter TRIP-Stähle gegeben. Neben den
experimentellen und werkstoffwissenschaftlichen Erkenntnissen werden vorhandene Mo-
dellierungsansätze präsentiert. Die Zusammenstellung des Kenntnisstands dient hier-
nach zur Ableitung der konkreten Zielstellung der Arbeit.
Die mathematische Darstellung der physikalischen Zusammenhänge erfolgt in die-
ser Arbeit mithilfe der Tensornotation, wobei sowohl die symbolische Schreibweise als
auch die Indexnotation verwendet werden. Die Indexnotation erfolgt bezüglich einer
kartesischen Basis unter Vereinbarung der Einsteinschen Summenkonvention.
1.1.1. Martensitische Phasenumwandlung
Die martensitische Phasenumwandlung bezeichnet im Allgemeinen einen diffusionslo-
sen Vorgang, bei dem ein spontaner, koordinierter Wechsel von Atomanordnungen zur
Bildung eines neuen Kristallgitters stattfindet, siehe [17, S. 69ff]. Bei der Umwandlung
treten gittervariante Verformungen durch den Gitterformwechsel auf, wobei wohldefi-
nierte Orientierungsbeziehungen zwischen Eltern- und Produktphase bestehen [182].
Die auftretenden Verformungen sind vorrangig Scherungen [17, S. 124ff]. Zudem tre-
ten in Stählen auch volumetrische Dehnungen während der γ−α′-Phasenumwandlung
auf. In metastabilen vollaustenitischen Stählen ist die Bildung von ε-Martensit (Phase
mit hexagonal dichtester Packung) und α′-Martensit (kubisch-raumzentrierte Phase)
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bekannt [74]. In nachfolgender Erläuterung wird die Umwandlung des Austenits zum
α′-Martensit angenommen.
Die Martensitbildung wird durch Abkühlung oder mechanische Belastung des Auste-
nits ausgelöst. Der grundlegende thermodynamische Antrieb der Martensitbildung wird
z. B. von Tamura [198] beschrieben: Die Triebkraft der Martensitbildung ist der Unter-
schied in der temperatur- und spannungsabhängigen Gibbs-Energie4Ga→m (ϑ,σ) zwi-
schen den beteiligten Phasen (Index m für Martensit, Index a für Austenit). Die Diffe-
renz der Gibbs-Energie4Ga→m (ϑ,σ) lässt sich in einen chemischen Anteil4Ga→mchem (ϑ)
und einen mechanischen Beitrag 4Ga→mmech (σ) zerlegen:
4Ga→m (ϑ,σ) = 4Ga→mchem (ϑ) +4Ga→mmech (σ) . (1.1)
Zunächst soll ein isobarer Prozess bei reiner Abkühlung des Austenits betrachtet
werden. Beim Unterschreiten der Gleichgewichtstemperatur ϑ = T0 wird die Triebkraft
4Ga→m erstmalig negativ und somit die Bildung von Martensit thermodynamisch be-
vorzugt. Jedoch ist ein weiterer Energiebetrag bereitzustellen, welcher sich aus ener-
getisch aufwändigen Anpassungsprozessen zur kompatiblen Einbettung der martensi-
tischen Phase im austenitischen Grundmaterial ergibt. Um die auftretenden Umwand-
lungsdehnungen kompensieren zu können wird die umgebende Elternphase elastisch
oder elastoplastisch verformt. Die gespeicherte elastische Gesamtenergie steigt an, wo-
durch ein ungünstiger energetischer Zustand erreicht wird. Zur Energieminimierung
können gitterinvariante Verzerrungen in der martensitischen Phase selbst auftreten,
um die Umwandlungsverzerrungen auszugleichen (Selbstanpassungsprozess durch Zwil-
lingsbildung, Gleitvorgänge). Gleichzeitig erfolgt eine Grenzflächenbildung als weiterer
energieabsorbierender Prozess.
Ein Zustand wird als metastabil bezeichnet, wenn bei der vorliegenden Temperatur
eine Triebkraft 4Ga→m < 0 für die Phasentransformation vorhanden ist, diese jedoch
nicht ausreicht um die Umwandlungsbarriere zu überwinden. Für eine erste Marten-
sitbildung muss eine weitere Abkühlung bis zur Ms-Temperatur erfolgen, welche die
Martensitkeimbildung kennzeichnet. Eine Unterkühlung unter Ms treibt die Marten-
sitbildung voran, welche auch als athermische Martensitbildung bezeichnet wird. Die
Bezeichnung „atherm“ bedeutet, dass der Volumenanteil des gebildeten α′-Martensits
nur von der erreichten Temperatur, jedoch nicht von der Abkühlgeschwindigkeit ab-
hängt. Ebenfalls kann bei festgehaltener Temperatur eine zeitabhängige Änderung der
Umwandlungsbarriere auftreten, welche zur isothermen Martensitbildung führt [74,
Abschnitt 5.2.1.2].
Als Martensitendtemperatur Mf wird diejenige Temperatur bezeichnet, unterhalb
welcher keine weitere athermische Bildung von Martensit festgestellt werden kann.
Da die Differenz der Gibbs-Energie 4Ga→m (ϑ,σ) genauso von mechanischen Bei-
trägen4Ga→mmech abhängt, kann der nötige Energiebetrag zur Überwindung der Umwand-
lungsschwelle in einem begrenzten Temperaturbereich ebenfalls durch mechanische Ar-
beit erbracht werden. Der mechanisch induzierte Umwandlungsprozess ist die Ursache
des Deformations- und Verfestigungsverhaltens von TRIP-Stählen und für das Verhal-
ten von metastabilen Keramiken oder Formgedächtnislegierungen. Die Begrenzung des
mechanischen Wirkbetrags ist durch die maximale Beanspruchbarkeit des Werkstoffs
gegeben. Die Temperatur, bei der kein Martensit mehr mechanisch einstellbar ist, wird
mit Md bezeichnet.
Die mechanische Generierung des α′-Martensits wird traditionell in zwei Kategorien
14 1. Einleitung
eingeteilt [149, 181, 198]: Tritt während der mechanischen Belastung keine plastische
Verformung des Austenits vor der martensitischen Umwandlung auf, spricht man von
spannungsunterstützter Phasenumwandlung. Damit gehen makroskopisch sichtbar die
transformationsinduzierten Deformationen einher („TRIP-Dehnungen“). Ein Indiz für
das Auftreten der spannungsunterstützten Umwandlung ist die Anomalie in der An-
fangsfließspannung in Abhängigkeit der Temperatur: Mit abnehmender Temperatur
wird im Normalfall ein Anstieg der Anfangsfließspannung erwartet. Bei spannungs-
unterstützter Phasenumwandlung nimmt die Anfangsfließspannung in einem Tempe-
raturbereich ϑ ≤ Msσ leicht ab, da wie beschrieben transformationsinduzierte Defor-
mationen vor der eigentlichen plastischen Verformung des Austenits auftreten. Bei-
spielsweise zeigen Olson und Azrin [149] für den Stahl X3CrNiMo 10-8-4 eine starke
Ausprägung dieser Anomalie. MitMsσ wird die Temperatur bezeichnet, bei welcher die
Auslösespannung der Phasenumwandlung mit der Anfangsfließspannung des Austenits
übereinstimmt.
Die Msσ-Temperatur kennzeichnet weiterhin den Übergang zum zweiten Mechanis-
mus: der verformungsinduzierten Phasenumwandlung. Dabei erfolgt die Martensitbil-
dung während der plastischen Deformation des Austenits – dominant im Temperatur-
bereich Msσ ≤ ϑ < Md. Während die Martensitkeimbildung für den athermischen und
den spannungsunterstützten Mechanismus an denselben initial vorhandenen Gitterde-
fekten stattfindet [149], läuft die verformungsinduzierte Martensitentwicklung über den
von Olson und Cohen [150] beschriebenen Prozess ab. Hierbei sind Kreuzungspunkte
von Deformations- bzw. Scherbändern, welche sich während der plastischen Verformung
bilden, primäre Stellen der α′-Martensitbildung. Der Bildungsmechanismus nach Ol-
son und Cohen [150] konnte für verschiedene Legierungen bestätigt werden, siehe z. B.
[133, 144]. Eine bedeutende Rolle bei der Deformationsbandbildung nehmen Stapel-
fehler im Kristallgitter ein. Der Prozess zur Bildung eines Stapelfehlers wird durch die
temperaturabhängige Stapelfehlerenergie γSF beeinflusst. Die Stapelfehlerenergie gibt
die Energie pro Flächeneinheit zur Bildung einer Fehlstapelung an und bestimmt die
Aufspaltungsweite von Partialversetzungen: Je niedriger die Stapelfehlerenergie, de-
sto weiter werden die Partialversetzungen aufgespaltet. Mit zunehmender Verformung
bilden sich die erwähnten Scher- bzw. Deformationsbänder.
Andererseits kann die Umwandlung vom Austenit zum α′-Martensit auch indirekt
über den ε-Martensit stattfinden, welcher als hexagonale Phase des Eisens detektiert
werden kann [132, Abschnitt 4.2.2.3, Abschnitt 5.1].
Die drei Bildungsmechanismen (athermische, spannungsunterstützte und verformungs-
induzierte Bildung) lassen sich auch durch die Morphologie des entstehenden α′-Mar-
tensits unterscheiden [132, 149]. Während sich bei verformungsinduzierter Bildung die
Martensitkeime an Kreuzungspunkten von Scherbändern befinden, werden von Olson
und Azrin [149] für athermische und spannungsunterstützte Bildung plattenförmige
Martensitlinsen beobachtet.
Für den im SFB 799 hergestellten Werkstoff X3CrMnNi 16-6-6 kann ebenfalls ein
Übergang der Martensitmorphologie mit den ursächlichen Bildungsmechanismen ge-
zeigt werden, siehe [132, Abschnitt 4.3]. Anstelle des plattenförmigen Martensits wer-
den bei athermischer/spannungsunterstützter Umwandlung breite Bänder mit feinkör-
nigem Martensit gefunden. Diese ähneln den Deformationsbändern, sind jedoch um
Größenordnungen breiter [132, Abschnitt 4.3.1]. Im Temperaturbereich ϑ ≤ Msσ tre-
ten während der Deformation des X3CrMnNi 16-6-6 spannungsunterstützte und ver-





















Abb. 1.1.: Gemessene TRIP-Dehnungen in Abhängigkeit aufgeprägter einachsiger Haltespannungen
beim raschen Abkühlen von Proben aus niedriglegiertem Stahl aus dem austenitischen Zustand [4].
formungsinduzierte Martensitbildung gleichzeitig auf [132, Abschnitt 4.3.1], was durch
das Auffinden beider Martensitmorphologien gezeigt werden kann.
Eine Auftragung des im Zugversuch gemessenen Volumenanteils an α′-Martensit
über der wahren Dehnung lässt ebenfalls eine tendenzielle Aussage zum Bildungsme-
chanismus (spannungsunterstützt oder verformungsinduziert) zu [149]: Bei dominant
spannungsunterstützter Bildung ergibt sich ein linearer Anstieg des Martensitvolumen-
anteils. Im verformungsinduzierten Regime liegt hingegen ein ausgeprägt sigmoidaler
Verlauf des Martensitvolumenanteils in Abhängigkeit der Dehnung vor, siehe [150].
1.1.2. Kinematik der transformationsinduzierten Plastizität
Die martensitische Phasenumwandlung geht mit einer makroskopisch messbaren Volu-




des volumetrischen Dehnungstensor εv erfasst werden kann. Mit z soll der Martensit-
volumenanteil bezeichnet werden. Die maximal erreichbare volumetrische Dehnung 4v
nimmt je nach Legierungszusammensetzung Werte von 0.02 bis 0.05 für hochlegierte
Stähle an [197].
In Analogie zu konventionellen plastischen Verformungen werden als TRIP-Ver-
zerrungen εtrip nur die gestaltsändernden Anteile der durch Phasenumwandlung hervor-
gerufenen makroskopischen Deformationen bezeichnet. Zwei ablaufende Mechanismen
tragen im Allgemeinen zu diesen inelastischen Verformungen bei (siehe [61] und [17,
S. 69ff]): (i) plastische Anpassungsprozesse in der Elternphase infolge der martensi-
tischen Phasenumwandlung („Greenwood-Johnson-Effekt“) sowie (ii) die Bildung
und Ausrichtung bevorzugter Martensitvarianten in Abhängigkeit des Spannungszu-
standes („Magee-Effekt“ oder „Orientierungseffekt“).
Bhadeshia [20] hat analytisch die maximal mögliche TRIP-Dehnung durch die opti-
male Orientierung und Auswahl der gebildeten Martensitvarianten für einen polykris-
tallinen Stahlwerkstoff unter einachsiger Zuglast berechnet. Bei vollständiger marten-
sitischer Umwandlung kann danach eine transformationsinduzierte Dehnung von ca.
16 1. Einleitung
15 % erreicht werden. Olson und Azrin [149] zeigen die gemessene Entwicklung des
Martensitvolumenanteils über der plastischen Dehnung bei einachsiger Zuglast für ver-
schiedene Wärmebehandlungszustände eines TRIP-Stahls. Für die Variante mit dem
niedrigsten Kohlenstoffgehalt (≈ 2 %) wird eine vollständige Umwandlung beobachtet,
welche bereits bei 10 % plastischer Dehnung abgeschlossen ist, d. h. die TRIP-Dehnung
liegt unter 10 %. Auch für die anderen Behandlungszustände kann durch Extrapolation
der Martensitentwicklung ein einachsiger Dehnungsbeitrag unter 10 % geschlussfolgert
werden.
Direkte Messungen der TRIP-Verzerrungen bei Stählen werden beispielsweise im
Rahmen von Untersuchungen zur Wärmebehandlung durchgeführt, z. B. bei Härte-
versuchen von niedriglegierten Stählen [4, 64]. Die martensitische Phasenumwandlung
wird dabei durch rasche Unterkühlung des austenitischen Ausgangsgefüges erzwungen,
wobei dieses vollständig in Martensit überführt wird. Während des Abschreckvorgangs
werden die Proben mit konstanten einachsigen Haltespannungen (Zug- oder Druck) vor
Erreichen derMs-Temperatur belastet und die Probenverformungen gemessen. Aus den
Ergebnissen können die erreichten TRIP-Dehnungen für jede Haltespannung extrahiert
werden, wie in Abb. 1.1 beispielhaft dargestellt. Für den Maraging-Stahl Marval X12
(hochlegierter TRIP-Stahl) liegen entsprechende Ergebnisse durch die Arbeiten von
Nagayama et al. [145] vor (siehe auch Abschnitt 5.2 in dieser Arbeit). Nagayama et al.
[145] finden bei der maximal angelegten Zugspannung eine gemessene TRIP-Dehnung
von ca. 1.5 %. Ahrens [4] gibt für einen niedriglegierten Stahl eine ähnliche Größen-
ordnung an.
Für betragsmäßig kleine Haltespannungen wird ein linearer Zusammenhang zwischen
maximal erreichter TRIP-Dehnung und angelegter Spannung gefunden, siehe Abb. 1.1.
Diese Feststellung ist der Ausgangspunkt für die makroskopische Darstellung des TRIP-





Der Einfluss der Spannung σ auf die TRIP-Verformungen wird durch den Spannungs-
deviator S = σ − 1/3 tr (σ) berücksichtigt. ϕ (z) ist eine heuristische Funktion des
Martensitvolumenanteils z, mit ϕ (z = 0) = 0 und ϕ (z = 1) = 1. Bleibt der Span-
nungszustand während der martensitischen Phasenumwandlung konstant, wie für die
diskutierten Experimente, kann Gleichung (1.3) analytisch integriert werden. Die so-
genannte Greenwood-Johnson-Konstante kgj lässt sich aus dem Anstieg der Kurve
ablesen, welche im Diagramm in Abb. 1.1 dargestellt ist. Je nach Kohlenstoffgehalt
liegt kgj in der Größenordnung 4.0 ·10−5 MPa−1 bis 8.0 ·10−5 MPa−1 für niedriglegierte
Stähle [64].




2kgjSż + ksN ż (1.4)
für die TRIP-Deformationsrate Dtrip vor, welcher eine Erweiterung von Gl. (1.3) mit
der Wahl ϕ (z) = z darstellt. Es tritt ein zusätzlicher Term mit dem Parameter ks auf,
welcher ebenfalls direkt proportional zur Martensitbildungsrate ż ist, jedoch nur von




des Spannungsdeviators abhängt (σeq–Vergleichsspannung nach von Mises). Der An-
satz (1.4) wird in zahlreichen Modellen zur Beschreibung von TRIP-Stählen verwendet,
siehe [113, 166, 183, 191, 223].
Zur Bestimmung der Parameter der TRIP-Kinematik (1.4) schlagen Stringfellow
et al. [197] vor, die TRIP-Dehnungen aus Zugversuchsdaten im Temperaturbereich
Ms ≤ ϑ ≤ Msσ der spannungsunterstützten Martensitbildung zu entnehmen. Gleich-
zeitig werden Zweifel an der Übertragbarkeit der so gewonnenen Parameter zur Anwen-
dung im Bereich der verformungsinduzierten Martensitbildung geäußert. Die derart be-
stimmten Parameter kgj und ks sollen als obere Schranken angesehen werden. Narutani
et al. [147] verfolgen den dargelegten Bestimmungsansatz über das Materialverhalten
bei spannungsunterstützter Phasenumwandlung und geben für eine TRIP-Legierung
X1CrNi 14-7 den Parametersatz ks = 0.12, kgj = 0 an, d. h. bei vollständiger Um-
wandlung unter einachsiger Belastung liegt eine maximale TRIP-Dehnung von 12 %
vor. Durch die Wahl kgj = 0 verschwindet die in den Abkühlversuchen beobachtete
Abhängigkeit der TRIP-Dehnungen vom Betrag der Spannung.
Hallberg et al. [75, 76] verwenden ebenfalls eine Formulierung mit kgj = 0, wobei
aus kristallografisch motivierten Überlegungen ein Wert ks = 0.185 angegeben wird,
welcher zu einer maximalen einachsigen TRIP-Dehnung von 18.5 % führt. Dieser Wert
der TRIP-Dehnungen erscheint gegenüber den Messdaten und Abschätzungen aus der
Literatur als zu hoch.
In den Modellen von Beese und Mohr [15] und Yoo et al. [221] zur Beschreibung
des Verfestigungs- und Umwandlungsverhaltens von TRIP-Stählen werden die TRIP-
Verzerrungen komplett vernachlässigt, genauso wie in den sogenannten mechanismen-
basierten, eindimensionalen Modellansätzen für hochlegierte TRIP-Stähle [133, 214]
und niedriglegierte TRIP-Stähle [114, 161]. Zur Anpassung der Modelle auf Daten
des einachsigen Zugversuchs scheint die gesonderte Unterscheidung von konventionel-
ler Plastizität und TRIP-Kinematik nur bedingt notwendig zu sein.
Obwohl die genannten Ansätze zur direkten Bestimmung der TRIP-Verzerrungen
existieren, werden für Modelle hochlegierter TRIP-Stähle die Parameter der Entwick-
lungsgleichung (1.4) üblicherweise als zusätzliche Fitparameter zur Anpassung an die
Fließkurven genutzt, siehe [165, 197]. In Tab. 1.1 sind für etablierte Modelle die ge-
fundenen Parameter zusammengestellt. Die Greenwood-Johnson-Konstanten kgj
liegen in guter Näherung in der Größenordnung 5 ·10−6 MPa−1 bis 1 ·10−4 MPa−1, und
umfassen somit den Bereich der Werte aus Abkühlversuchen niedriglegierter Stähle.
Der Parameter ks liegt bei ca. 0.02, d. h. einer maximalen einachsigen TRIP-Dehnung
durch dessen Beitrag von 2 %.
1.1.3. Einflüsse auf die Martensitkinetik
Als Martensitkinetik soll im Folgenden die Entwicklung des Martensitvolumenanteils
z in Abhängigkeit der makroskopisch gemessenen Deformation bzw. der vorgegebenen
Temperatur bezeichnet werden. Bei verformungsinduzierter Phasenumwandlung wird
der Martensitvolumenanteil für Vergleichszwecke über der plastischen Vergleichsdeh-
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Tab. 1.1.: Literaturwerte für die Parameter der TRIP-Kinematik (1.4) und für die Volumendehnung
4v hochlegierter TRIP-Stähle (ϕ (z) = z).
ks kgj 4v
Ref. - MPa−1 -
Stringfellow et al. [197] 0.0115 5.73 · 10−6 0.0
Tomita und Iwamoto [200] 0.02 8.5 · 10−5 0.02
Zaera et al. [223] 0.02 6.6 · 10−5 0.02
Prüger et al. [166] 0.0258 1.044 · 10−4 0.04
nung εeq aufgetragen. Oft ist eine Separation der durch Versetzungen und Phasen-
umwandlung geschuldeten Verformungsanteile nicht möglich. Daher gehen in die Be-
rechnungen der plastischen Vergleichsdehnung alle gemessenen inelastischen, gestalts-
ändernden Deformationen ein. Als Einflussgrößen auf die Martensitkinetik werden die
Legierungszusammensetzung, die Korngröße, die Temperatur, der Spannungszustand
und die Verformungsrate näher beleuchtet.
Legierungszusammensetzung, Korngröße und Temperatur
Die für den TRIP-Effekt benötigte Metastabilität kann durch die Legierungszusammen-
setzung eingestellt werden. Für hochlegierte, vollaustenitische Stähle entscheiden die
Anteile der Legierungselemente Chrom, Nickel sowie deren Äquivalente (z.B. Mangan
als Nickeläquivalent) über die Stabilität des Austenits [74, 132]. Eine Quantifizierung
der Stabilität kann über die Ms-Temperatur erfolgen. Hierzu existieren verschiedene
empirische Formeln zur Vorabschätzung [89], wobei als Beispiel die Berechnungsvor-
schrift nach Eichelmann und Hull [52] zu nennen ist:
Ms = 1305 C◦ −
C◦
% (1665 (%C + %N) + 28 %Si + 33 %Mn + 42 %Cr + 61 %Ni) .
(1.6)
Die Bezeichnungen %C usw. in obiger Formel verlangen das Einsetzen des Massenpro-
zentanteils des jeweiligen Legierungselements. Für Legierungen ohne Ms-Temperatur
kann die Bewertung der Austenitstabilität über die Md30-Temperatur erfolgen, siehe
hierzu [74, Abschnitt 4.2.1.6] und [8]. Dieser Kennwert gibt an, bei welcher Temperatur
nach 30% plastischer Verformung 50% α′-Martensit im Gefüge vorliegt.
Für die Stapelfehlerenergie γSF schlussfolgert Martin [132, Abschnitt 2.1.3] folgen-
de Einflüsse der Legierungszusammensetzung und der Temperatur: Chrom senkt die
Stapelfehlerenergie, Nickel hebt diese an. Für Mangan ist keine eindeutige Tendenz er-
kennbar. Mit steigender Temperatur nimmt die Stapelfehlerenergie zu. In Abhängigkeit
der Stapelfehlerenergie ergeben sich prinzipiell folgende Übergänge der Deformations-
mechanismen im Austenit:
γSF ↑: ε/α′-Martensit (≤ 20
mJ
m2
)→ Zwillingsbildung (≤ 40 mJ
m2
)→ Versetzungsgleiten.
Die angegebenen Stapelfehlerenergien für die Übergänge zwischen den Deformations-
mechanismen sind Richtwerte für Fe-Cr-Mn-Ni-C Legierungen nach Martin et al. [134].
Die Übergänge der Deformationsmechanismen erfolgen fließend.
Beispielhaft sind in Abb. 1.2 für den Stahl X3CrMnNi 16-6-6 des SFB 799 und
die kommerzielle Legierung X5CrNi 18-10 die Martensitvolumenanteile während der
















































(b) X5CrNi 18-10 aus [151]
Abb. 1.2.: Temperaturabhängigkeit der verformungsinduzierten Martensitentwicklung zweier hochle-
gierter TRIP-Stähle bei quasi-statischer, einachsiger Zugbelastung.
Verformung bei unterschiedlichen Temperaturen dargestellt. Mit zunehmender Ver-
suchstemperatur liegt bei gleicher Deformation ein geringerer Martensitvolumenanteil
vor. Der erreichte Endwert des Martensitvolumenanteils sinkt mit Erhöhung der Ver-
suchstemperatur.
Misra et al. [143] berichten von einem signifikanten Einfluss der Korngröße auf die
vorliegenden Deformationsmechanismen in austenitischen Stählen. Dazu wurden für
die Legierung X17CrNiMn 17-6-1 ultrafeinkörnige, feinkörnige und grobkörnige Gefüge
eingestellt. Während für das grobkörnige Gefüge Deformationsbänder und verformungs-
induzierte Martensitbildung beobachtet werden, treten bei der feinkörnigen Struktur
zusätzlich mechanische Zwillinge auf. Bei der Verformung des ultrafeinkörnigen Zu-
stands kann nur die Ausbildung von nanoskaligen Zwillingen, aber keine Martensitbil-
dung mehr gefunden werden.
Spannungszustand
Für die im SFB 799 entwickelten Stähle liegen die in Abb. 1.3 (a) und (b) darge-
stellten Befunde zum Einfluss des Spannungszustandes auf die verformungsinduzierte
Martensitkinetik vor: Bei kleinen Deformationen wird ähnlich viel Martensit unter ein-
achsigem Zug wie unter Druck gebildet. Mit zunehmender Verformung stellt sich bei
gleichen Verformungszuständen ein höherer Martensitvolumenanteil unter einachsiger
Zugbelastung ein.
Für die Legierungen X7CrNi 15-12 [110] und X3CrNi 18-7 [14] ist der Einfluss des
Spannungszustandes in Abb. 1.4 illustriert. Bei gleicher plastischer Vergleichsdehnung
wird für beide Legierungen deutlich mehr Martensit unter einachsiger Zuglast als unter
Drucklast gebildet. Die Martensitevolution bei Schubbelastung ordnet sich dazwischen
ein. Die Befunde für einachsige Zug- und Druckbelastung decken sich mit denen der
SFB-Stähle. Prüger [163, Abschnitt 1.2] erklärt die gefundene Tendenz der Umwand-
lungsfreudigkeit mithilfe der volumenvergrößernden Umwandlungsdehnung: Während
Zugzustände die Phasenumwandlung unterstützen, führen Druckzustände zu einer Un-



































































(c) X5CrNi 18-10 (ϑ = 0 ◦C) aus [201]
Abb. 1.3.: Verformungsinduzierte Martensitentwicklung unter einachsiger Zug- bzw. Druckbelastung
verschiedener hochlegierter TRIP-Stähle.
Recherche heraus schlussfolgert Beese [13], dass die gezeigte Tendenz der Umwand-
lungsfreudigkeit (einachsiger Zug > Schub > einachsiger Druck) in den häufigsten
Fällen zutrifft. Davon abweichend geben Tomita und Iwamoto [200] sowie Iwamoto
et al. [86] für die kommerzielle Legierung X5CrNi 18-10 das in Abb. 1.3 (c) dargestell-
te Verhalten an: Zunächst wird mehr Martensit unter Druck gebildet. Erst bei hohen
Verformungsgraden liegt ein höherer Martensitgehalt für die Zugbelastung vor.
Es ist anzumerken, dass in den genannten Studien jeweils unterschiedliche Mess-
methoden zur Bestimmung des Martensitvolumenanteil verwendet wurden. Beese und
Mohr [14] vermuten signifikante Messabweichungen zwischen den einzelnen Messme-
thoden, weshalb die teils konträren Ergebnisse in der Literatur zu finden sind. Insbe-
sondere die Martensitentwicklung bei Zugversuchen unter mehrachsiger Beanspruchung
(biaxialer Zug, Zug im ebenem Verzerrungszustand) wird kontrovers diskutiert [14].
Dehnrate
Der Einfluss der Dehnrate auf die Martensitentwicklung und die Fließkurven unter ein-
achsiger Zug- bzw. Drucklast ist für den Stahl X3CrMnNi 16-6-6 des SFB 799 in den














































(b) X3CrNi 18-7 (ϑ = 20 ◦C) aus [14]
Abb. 1.4.: Vergleich der verformungsinduzierten Martensitentwicklung unter einachsigem Zug, ein-

















































(b) Fließkurven aus [166]
Abb. 1.5.: Einfluss der Dehnrate im einachsigen Zugversuch auf die Martensitentwicklung und das
Fließverhalten des SFB 799 Stahls X3CrMnNi 16-6-6 bei Raumtemperatur.
Abbildungen 1.5 und 1.6 dargestellt. Mit Erhöhung der Dehnrate nimmt der Martensit-
volumenanteil bei gleicher Vergleichsdehnung ab. Dies ist mit der nicht vernachlässigba-
ren thermomechanischen Kopplung bei erhöhter Dehnrate verbunden: Die plastischen
Prozesse führen zu einer Wärmeentwicklung, welche nicht aus dem Material abgeführt
werden kann. Die ansteigende Temperatur beeinträchtigt anschließend die Marten-
sitentwicklung negativ, d. h. geringere Martensitvolumenanteile werden erreicht. Bei
geringfügig höheren Dehnraten im Vergleich zu quasi-statischen Bedingungen muss die
Wärmeleitung über die Versuchsapparatur und die Wärmeabgabe an die Umgebung
beachtet werden [163, Abschnitt 11.4]. Erst sehr hohe Dehnraten führen zu rein adiaba-
ten Zuständen. Somit liegen für die unterschiedlichen Dehnraten verschiedene Tempe-
raturbedingungen vor. Damit kann der Einfluss der Dehnrate auf die Martensitkinetik
indirekt mit der Temperaturentwicklung erklärt werden, was durch entsprechende ther-
















































(b) Fließkurven aus [214]
Abb. 1.6.: Einfluss der Dehnrate im einachsigen Druckversuch auf die Martensitentwicklung und das
Fließverhalten des SFB 799 Stahls X3CrMnNi 16-6-6 bei Raumtemperatur.
Dehnraten kann trotz adiabater Bedingungen Martensit gebildet werden, wenn bei der
Ausgangstemperatur des Versuchs der Austenit metastabil vorliegt. Dies ist möglich,
da sich die Temperatur erst mit der plastischen Deformation hinreichend erhöht, um
die Umwandlung zu unterdrücken. Die anfängliche plastische Verformung bei niedri-
ger Temperatur geht somit bereits mit einer gewissen Martensitbildung einher. Dies
wird für den Druckversuch bei einer technischen Dehnrate von 2200 s−1 deutlich, siehe
Abb. 1.6 (a).
Die starke Abhängigkeit der Martensitevolution von der Dehnrate aufgrund der ther-
momechanischen Kopplung führt weiterhin zu charakteristischen Kreuzungseffekten
der Fließkurven (engl. curve crossing [7, 166]). Aufgrund der unterdrückten Phasen-
umwandlung sinkt das Spannungsniveau bei erhöhter Dehnrate ab einer bestimmten
Verformung unter die statische Fließkurve, wie in den Abbildungen 1.5 (b) und 1.6 (b)
dargestellt.
1.1.4. Verfestigungsverhalten und Verfestigungsmechanismen
Die verfestigende Wirkung des Martensits lässt sich für die verformungsinduzierte Bil-
dung durch den Ansatz von Martin et al. [133] erklären: Am Deformationsbeginn stellen
die Austenitkorngrenzen Aufstauungspunkte der Versetzungen dar. Mit zunehmender
Verformung bilden sich Stapelfehler mit hoher Aufspaltungsweite. Durch die Inter-
aktion benachbarter Partialversetzungen verbreitern sich diese Stapelfehler. Mit der
Bildung neuer Versetzungen bei steigender Spannung entstehen Deformationsbänder
mit hoher Stapelfehlerdichte. An den Kreuzungen von Deformationsbändern unter-
schiedlicher Gleitsysteme entstehen Martensitkeime, welche die Versetzungbewegung
der partiellen Versetzungen in den primären und sekundären Deformationsbändern be-
hindern und diese fixieren. Ein ähnlicher Effekt wird auch durch die mechanische Zwil-
lingsbildung hervorgerufen, wobei in diesem Fall nur die Versetzungen des sekundären
Gleitsystems behindert werden. Dieser Verfestigungsmechanismus wird als „dynami-
scher“ Hall-Petch-Effekt bezeichnet [133, 195], in Anlehnung an die Verkürzung der
freien Weglängen für die Versetzungen durch Kornfeinung („statischer“ Hall-Petch-













































(b) X3CrMnNi 16-6-6 aus [213]
Abb. 1.7.: Asymmetrie in der Spannungsantwort zweier TRIP-Stähle für einachsige Zugbelastung
(Volllinien) und einachsige Druckbelastung (Strichlinien) bei unterschiedlichen Temperaturen (in ◦C).
Effekt).
Der α′-Martensit selbst ist eine höherfeste Phase, deren plastische Deformation erst
später im Verformungsprozess einsetzt. Dies führt zunächst zu einer weiteren Verfes-
tigung im Austenit durch die Sperrung der freien Laufwege der Partialversetzungen.
Gleichzeitig können die Martensitkeime bei geeigneter Orientierung im Deformations-
band schnell wachsen. Die Spannungsfelder um die Keime begünstigen zudem die Ent-
stehung neuer Keime sowie die Bildung von Zwillingsstrukturen des α′-Martensits.
Zuletzt erfolgt ein Zusammenwachsen der Deformationsbänder, welche zum Großteil
Martensit beinhalten. Dieses Martensitgerüst überträgt die hohen Spannungen bis zum
Versagen, wobei in diesem Stadium keine nennenswerte plastische Deformation des
Martensits stattfindet [213].
Ein weiteres Phänomen bei TRIP und TWIP-Stählen ist die unterschiedlich star-
ke Verfestigung in Abhängigkeit des Belastungszustandes (Lastrichtung), welche als
Asymmetrie der Verfestigung bezeichnet werden soll. Vorangestellt sei die Bemerkung,
dass die nachfolgende Diskussion für polykristalline Materialien bei quasi-statischer
Belastung geführt wird. Für den kommerziellen hochlegierten TRIP-Stahl X5CrNi 18-
10 zeigen Miller und McDowell [142] sowie Iwamoto et al. [86], siehe Abb. 1.7 (a),
ein abweichendes Verfestigungsverhalten zwischen Zug/Torsion und Zug/Druckbelast-
ungen. Für die im SFB 799 entwickelte Legierung X3CrMnNi 16-6-6 weist Wolf [213]
ein asymmetrisches Zug-Druckverhalten nach, siehe Abb. 1.7 (b). Auch für die TWIP-
Stahlvariante X6CrMnNi 15-7-9 des SFB 799 wird eine solches Verhalten von Seupel
et al. [184] gezeigt. Karaman et al. [94] zeigen die gleiche Tendenz für einen Hadfield-
(TWIP)-Stahl.
Für die meisten TRIP-Stähle wird die höhere Verfestigung unter einachsiger Druck-
beanspruchung gefunden. Unter einachsiger Zugbeanspruchung und Torsion ist diese
deutlich niedriger. Dies ist insofern bemerkenswert, da der gebildete Martensitvolumen-
anteil häufig die gegenteilige Tendenz aufweist. Aus den Daten der temperaturabhän-
gigen Zug/Druckversuche von Iwamoto et al. [86] und Wolf [213] geht hervor, dass die










































Abb. 1.8.: Spannungs-Dehnungskurven unter einachsiger Zug- bzw. Drucklast, sowie die Entwicklung
des ferromagnetischen Phasenanteils für den SFB-Stahl X3CrMnNi 16-7-3 [47].
men (martensitische Phasenumwandlung, mechanische Zwillingsbildung) während der
Verformung auftreten. Bei erhöhten Temperaturen, bei denen allein noch Versetzungs-
gleiten aktiv ist, verschwindet der Asymmetrieeffekt nahezu vollständig, siehe Abb. 1.7.
Nach einer gründlichen Analyse möglicher systematischer Fehler innerhalb der Expe-
rimente kommt Prüger [163] zum Schluss, dass die Verfestigungsasymmetrie ein nicht
zu vernachlässigender, realer Materialeffekt ist. Als zusätzlicher Nachweis sollen die
in Abb. 1.8 dargestellten Fließ- und Umwandlungskurven für den umwandlungsfreu-
digen SFB-TRIP-Stahl X3CrMnNi 16-7-3 dienen. Hierzu wurden Ermüdungsproben
auf Zug und Druck belastet, um eine Ausbauchung wie beim klassischen Druckversuch
zu verhindern. Die Anfangsfließspannung ist nahezu identisch. Erst mit einsetzender
Martensitbildung tritt eine deutliche Abweichung auf, wobei eine höhere Spannung
unter Druck erreicht wird. Die Martensitentwicklung wird hier durch die Erhöhung
des ferromagnetischen Phasenanteils erfasst. Das Vorliegen derselben Anfangsfließspan-
nung unter einachsigem Zug und Druck bestätigt die durch Biaxialversuche motivierte
Hypothese von Kulawinski et al. [106], dass die Anfangsfließfläche von hochlegierten
TRIP-Stählen bei verformungsinduzierter Martensitbildung durch isotrope von Mi-
ses-Plastizität beschrieben werden kann.
Neben der Dehnratenabhängigkeit der Verfestigung (Curve-Crossing-Effekt), kann
ein ausgeprägtes Relaxationsverhalten der hochlegierten Stähle beobachtet werden. In
Abb. 1.9 (a) ist die Entwicklung der Spannung über der Zeit während einer einachsigen
Zugbelastung für den Stahl X2CrMnNi 16-7-7 des SFB 799 bei Raumtemperatur auf-
getragen, wobei zwei Haltephasen der makroskopischen Verschiebung vorgeschrieben
sind. Eine deutliche Spannungsrelaxation ist festzustellen. Im Vergleich zum monoto-
nen Versuch unterscheiden sich die Spannungs-Dehnungskurven hingegen kaum, siehe
Abb. 1.9 (b).
1.1.5. Schädigungsverhalten von TRIP-Stählen
Für die schädigungsmechanische Modellierung der hochlegierten TRIP-Stähle ist das
Verständnis der mikromechanisch ablaufenden Prozesse und der Einflussgrößen auf das
Schädigungsverhalten wichtig. Da sich bisherige Untersuchungen zum Schädigungsver-
halten auf die kommerziellen Legierungen AISI 304 (X5CrNi 18-10), 304L, 316 und











































Abb. 1.9.: Relaxationsverhalten des TRIP-Stahls X2CrMnNi 16-7-7.
316L beziehen, stehen diese im Folgenden im Vordergrund. Deutlich mehr Studien
widmen sich den Schädigungsmechanismen niedriglegierter TRIP-Stähle, weshalb eini-
ge Aspekte zu Vergleichszwecken vorangestellt werden sollen.
Als wichtige Einflussgröße auf das Schädigungsverhalten kann der Kohlenstoffgehalt
genannt werden. Kohlenstoff trägt beim Legierungskonzept der niedriglegierten TRIP-
Stähle hauptsächlich zur Stabilisierung der austenitischen Phase bei, welche nötig ist
um den TRIP-Effekt aufgrund der Umwandlung von (Rest-)Austenit zu Martensit zu
nutzen. Im Allgemeinen führt ein hoher Kohlenstoffgehalt zu einem hochfesten, sprö-
den Martensit [87]. Für niedriglegierte, mehrphasige TRIP-Stähle zeigen Jacques et al.
[87], dass dadurch Brüche der Grenzflächen zwischen Ferrit und Martensit (zunehmen-
de Inkompatibilität) und anschließend das Versagen großer martensitischer Bereiche
auftreten. Gleichzeitig wird nur ein geringes Wachstum entstehender Poren beobach-
tet, jedoch die bevorzugte Entstehung neuer Mikrorisse. Liegt der hochfeste Martensit
in Form sehr kleiner Inseln anstelle großer zusammenhängender Bereiche vor, wird kein
Versagen festgestellt [33], d. h. es gibt einen Größeneinfluss.
Ein niedriger Kohlenstoffgehalt führt zu einem weniger festen, verformbaren Mar-
tensit, wodurch weniger Nukleationsmöglichkeiten für Mikrorisse in den entsprechend
mehrphasigen TRIP-Stählen entstehen. Andererseits kann die Bildung von hochfestem
Martensit zu einer besseren Verfestigung und Verformbarkeit niedriglegierter TRIP-
Stähle führen, wobei die Verformbarkeit durch das Verzögern von Einschnüreffekten
aufgrund der starken Verfestigung bedingt ist. Gleichzeitig kann die Bruchzähigkeit im
Vergleich zu Stählen mit geringem Kohlenstoffgehalt absinken [87]. Obwohl mikrome-
chanisch spröde Mechanismen beim Versagen von niedriglegierten TRIP-Stählen betei-
ligt sein können, wird das Verhalten makroskopisch als duktil beschrieben [167, 194].
Von einem makroskopisch duktilen Schädigungsverhalten kann ausgegangen werden,
wenn dem Versagen große bleibende Deformationen vorangehen und zusätzlich Phäno-
mene wie ein Einschnürverhalten, eine Kerb/Rissabstumpfung, eine hohe Kerbschlag-
zähigkeit und ein stabiles Risswachstum vorliegen.
Für hochlegierte TRIP-Stähle zeigen die frühe Arbeit von Gerberich et al. [69] und
die aktuelle Studie von Eckner et al. [49] (X15CrNiMn 14-3-3), dass durch einen ho-
hen Kohlenstoffgehalt der mechanisch induzierte Martensit ebenfalls zum Sprödbruch
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neigt. Jedoch weisen die nicht umgewandelten austenitischen Bereiche weiterhin einen
duktilen Wabenbruch bis zu kryogenen Bedingungen auf. Das Versagen findet in zwei
Schritten statt: Zunächst werden Mikrorisse im spröden Martensit nukleiert, anschlie-
ßend reißt der übrige Austenit duktil.
Dos Santos et al. [179] berichten für AISI 302 (X10CrNi 18-8) von einer Abhängigkeit
des Versagensprozesses von der Ausprägung der verformungsinduzierten Martensitkine-
tik: Erfolgt die Umwandlung sehr schnell und werden gleichzeitig hohe Volumenanteile
an α′-Martensit (≈ 75 %) erreicht, liegen Mikrorisse in den Martensitlamellen vor. Bei
weniger Umwandlungsfreudigkeit des gleichen Stahls, z. B. bei höherer Temperatur,
tritt vermehrt eine Ablösung der martensitischen Bereiche von der austenitischen Ma-
trix auf. Im Zugversuch wird für AISI 302 keine ausgeprägte Einschnürung vor Bruch
festgestellt, wobei immer noch eine hohe Duktilität vorliegt.
Für niedrige Kohlenstoffgehalte zeigt auch der Martensit ein duktiles Schädigungs-
verhalten. Ein spröd-duktiler Übergang wie bei ferritischen Stählen kann demzufolge
durch die richtige Wahl des Kohlenstoffgehalts unterbunden werden [69]. Antolovich
und Singh [9] schlussfolgern, dass die martensitische Phasenumwandlung während der
Belastung wesentlich zur Erhöhung der Bruchzähigkeit beiträgt, wobei die Umwand-
lung verformungsinduziert erfolgen sollte.
Ein weiteres Phänomen von hochlegierten TRIP-Stählen ist das Auftreten dynami-
scher Reckalterung in einem bestimmten Temperaturfenster [79, 103], welches zu einem
spröden Versagensverhalten, und somit zu einer spröd-duktilen Anomalie, führen kann
[79].
Im Bereich der Tieftemperaturanwendungen tritt für die kommerziellen Stähle AI-
SI 304, 304L und 316L der TRIP-Effekt deutlich auf, wobei selbst bei den widrigen
Temperaturbedingungen eine bemerkenswerte Verformbarkeit erreicht wird. Dies wird
in Arbeiten polnischer (siehe [50, 51, 65, 66, 175]) und koreanischer Forschungsgruppen
(siehe [98, 113, 156, 221]) für einachsige Zugbelastung gezeigt, wobei jedoch keine wei-
terführenden fraktographischen Analysen der mikromechanischen Versagensvorgänge
vorgenommen wurden. Die Zugproben zeigen eine deutliche Einschnürung vor Bruch,
was auf einen duktilen Schädigungsmechanismus schließen lässt. Yoo et al. [221] zei-
gen einen für duktile Schädigung typischen Teller-Tasse-Bruch der Rundzuproben für
AISI 304L bei −163.15 ◦C. Von Lee et al. [112] werden Ergebnisse eines bruchmecha-
nischen Versuchs (einseitig angerissene Scheibe unter Zugbelastung) am AISI 304 bei
−160.15 ◦C vorgestellt. Diese zeigen ein stabiles Risswachstum unter großer plastischer
Deformation der Probe, welche ebenfalls auf duktiles Versagensverhalten hindeutet.
Mithilfe von Röntgentomographie untersuchten Fabregue et al. [55, 56] und Lorthios
et al. [127] die Mechanismen der Schädigung in hochlegierten TWIP/TRIP-Stählen
im einachsigen Zugversuch. Untersuchungswerkstoffe von Fabregue et al. [55, 56] sind
der metastabile AISI 316L und ein hochmanganhaltiger austenitischer TWIP-Stahl
(Fe22Mn0.6C). Die Ergebnisse zur Untersuchung des TWIP-Stahls sind hier von In-
teresse, da in TRIP-Stählen des SFB 799 planares Versetzungsgleiten, martensitische
Phasenumwandlung und mechanische Zwillingsbildung gleichzeitig auftreten können
[132].
Der hochfeste und stark verfestigende TWIP-Stahl Fe22Mn0.6C (Anfangsfließspan-
nung 800 MPa) zeigt keine Einschnürung vor dem Bruch, bei einer wahren Versagens-
dehnung von 55%. Durch die statistische Auswertung der röntgenografischen Analysen
konnte eine kontinuierliche Nukleation von Poren während der einachsigen Verformung
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und ein starkes Porenwachstum festgestellt werden. Lorthios et al. [127] zeigen für
den gleichen TWIP-Stahl, dass die nukleierten Poren kleiner als 1 Mikrometer sind
und die mit den röntgenographischen Verfahren detektierten größeren Poren durch das
Zusammenwachsen dieser Mikroporen entstehen. In beiden Arbeiten konnte der Nu-
kleationsmechanismus nicht eindeutig festgestellt werden. Mutmaßlich entstehen die
Poren an Grenzen bzw. in der Nähe der mechanischen Zwillinge oder durch Interak-
tion der Zwillinge mit karbidischen Einschlüssen. Für den kommerziellen TRIP-Stahl
AISI 316L stellen Fabregue et al. [55, 56] eine Einschnürung während der einachsigen
Belastung fest, wobei dieser im Vergleich zum betrachteten TWIP-Stahl ein geringe-
res Verfestigungsvermögen aufweist. Eine Porennukleation findet im Anfangsstadium
der Deformation statt und stoppt bei weiterer Verformung. Erst mit dem Einsetzen
der Einschürung setzt die Nukleation erneut ein, wobei hier der Anstieg der Span-
nungsmehrachsigkeit im Einschürbereich zu beachten ist. Es ist anzumerken, dass die
gefundene Porosität beim Versagen beider Stähle deutlich niedriger ausfällt als in an-
deren duktil versagenden metallischen Werkstoffen. Die Studien stellen heraus, dass
das makroskopische Versagensbild (z. B. Einschnürverhalten) von der Festigkeit und
Verfestigung der Stähle abhängt. Lorthios et al. [126] ergänzen, dass beim Wegfall
der zusätzlichen Verfestigungsmechanismen ein duktiles Verhalten mit ausgeprägter
Einschnürung hervorgerufen werden kann (hier Unterdrückung des TWIP-Effekts bei
höheren Temperaturen ).
Zusammenfassend lässt sich sagen, dass hochlegierte austenitische Stähle mit TWIP
bzw. TRIP-Effekt einen makroskopisch duktilen Versagensmechanismus bei monoto-
ner, statischer Belastung in einem weiten Temperaturbereich aufweisen. Der mikro-
skopische Schädigungsprozess läuft über die Mechanismen der Porenbildung und des
Porenwachstums ab. In Abhängigkeit des Herstellungsverfahrens, der Deformations-
mechanismen sowie deren Ausprägung kommen verschiedene Nukleationsmechanismen
in Frage: Bruch nichtmetallischer Einschlüsse, Sprödbruch/Mikrorisse martensitischer
Bereiche, sprödes Grenzflächenversagen sowie Interaktion von Versetzungstrukturen
untereinander oder mit mechanisch gebildeten Zwillingen. Sehr starke Verfestigung
während der Deformation kann zum Versagen ohne vorherige Instabilitäts- bzw. Loka-




Für die Modellierung der verformungsinduzierten Martensitentwicklung bildet der An-
satz nach Olson und Cohen [150] (OC-Modell) einen wichtigen Ausgangspunkt. Das
OC-Modell beschreibt eine dehnungskontrollierte Entwicklung des α′-Martensitvolu-
menanteils, wobei die eingeführten Parameter mit einer mechanismenbasierten Bedeu-
tung versehen sind. Der Ansatz leitet sich aus der Beobachtung ab, dass Kreuzungs-
punkte von Scherbändern bevorzugte Nukleationsstellen für die Martensitbildung sind.
Die analytische Lösung der von Olson und Cohen [150] aufgestellten Differentialglei-
chung bei konstanter Temperatur und Spannungsmehrachsigkeit lautet:
z = 1− exp (−βoc (1− exp (−αocεeq))noc) . (1.7)
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Darin kennzeichnen
• αoc einen Parameter der Scherbandbildungsrate,
• βoc die Wahrscheinlichkeit, dass ein Scherbandkreuzungspunkt einen Martensit-
keim hervorbringt,
• noc einen Geometrieparameter, welcher die Orientierung der Deformationsbänder
abbildet.
Die Funktion in Gl. (1.7) spiegelt den typisch S-förmigen Verlauf der verformungsindu-
zierten Martensitbildung während des einachsigen Zugversuchs wider. Der Parameter
der Scherbandbildungsrate αoc korreliert mit der temperaturabhängigen Stapelfehler-
energie und wird deshalb wie βoc stark von der Temperatur beeinflusst. Modifikationen
des OC-Modells berücksichtigen die Temperaturabhängigkeit von αoc und βoc [197], die
Dehnratenabhängigkeit von αoc [200] sowie den Einfluss der Spannungsmehrachsigkeit
auf αoc und βoc [86, 165, 166, 197]. Verwandte Ansätze der verformungsinduzierten
Martensitbildung basierend auf der plastischen Vergleichsdehnung als Triebgröße wer-
den z. B. von Beese und Mohr [15] und Garion et al. [67] verwendet. Dabei wird neben
dem Einfluss der Spannungsmehrachsigkeit auch die Orientierung im Spannungsraum
via Lode-Winkel berücksichtigt.
Ein empirischer Ansatz für die Entwicklung des athermisch gebildeten α′-Martensits
bei Kühlung unter Ms wird von Koistinen und Marburger [101] präsentiert:
z =
1− exp (kkm (ϑ−Ms)) für ϑ ≤Ms,0 sonst. (1.8)
Dieser Ansatz wird von Mahnken et al. [130] um einen Spannungsterm im Exponen-
ten ergänzt, um thermomechanische Prozesse unter athermischer und spannungsun-
terstützter Martensitbildung beschreiben zu können. In Mahnken und Schneidt [129]
wird die Koistinen-Marburger-Beziehung (KM) im Rahmen eines makroskopisch
thermodynamischen Modells als Sonderfall abgeleitet.
Eine dritte Form der Umwandlungskinetik ist durch Modelle mit Umwandlungskrite-
rien gegeben, wobei die Kriterien in Energien oder als Kombinationen aus thermischen
und mechanischen Triebkräften formuliert sein können. Vertreter dieser Art finden sich
im Rahmen makroskopischer Modelle zur Simulation von Umformprozessen [75, 76],
zur Wärmebehandlung im Rahmen hybrider Umformprozesse [129–131] und für die
mikromechanische Untersuchung der Keimbildung und des Keimwachstums [59, 119].
Insbesondere die makroskopischen Modelle von Hallberg et al. [75, 76], Mahnken und
Schneidt [129] sowie Mahnken et al. [131] sind in einem thermodynamischem Kon-
text unter Berücksichtigung großer Deformationen entwickelt. Die Anwendung und
Implementierung dieser Ansätze beschränkt sich jedoch auf Sonderfälle und prinzipiel-
le Untersuchungen (qualitative Vorhersage von Grenzformänderungsdiagrammen [76],
Reduktion der Umwandlungskriterien auf athermische Martensitbildung [129, 131]).
Verfestigungsmodelle
Die in der Literatur vorgeschlagenen Modelle zur Beschreibung der Verfestigung wäh-
rend der plastischen Verformung bei gleichzeitiger Phasenumwandlung sind sehr viel-
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fältig. Eine Unterteilung soll in mechanismenorientierte Modelle, homogenisierungsba-
sierte Multiskalenmodelle und empirische Ansätze erfolgen.
Die mechanismenorientierten Modelle sind stark an die in Abschnitt 1.1.4 dar-
gelegten Verfestigungsmechanismen angelehnt. Zu nennen ist das Modell von Martin
et al. [133], wobei auch Modelle für TWIP-Stähle und niedriglegierte TRIP-Stähle in
diese Klasse fallen, siehe Bouaziz und Guelton [24], Lee et al. [114], Perlade et al. [161].
Diese Ansätze beruhen auf einer Entwicklungsgleichung vom Kocks-Mecking-Typ
[100] für die jeweils skalare Versetzungsdichte in den Phasen. Die Verfestigung der Ein-
zelphasen wird durch die Taylor-Formel bestimmt, in welche Mikrostrukturparameter
eingehen (Schubmodul, Betrag des Burgers-Vektor, Versetzungsdichte, Korngröße).
Die eindimensionale Spannungsantwort des Materials wird schließlich durch sogenann-
te Mischungsregeln (z. B. Taylor-Approximation) bestimmt. Diese Modelle eignen
sich zur Erklärung von Effekten und zur Darstellung von Fließkurven. Oftmals erfolgt
keine Anwendung in dreidimensionalen Plastizitätsmodellen zur Simulation ingenieur-
technischer Problemstellungen.
Mehrskalenmodelle nutzen Homogenisierungsverfahren zur Bestimmung makro-
skopisch effektiver elastischer, plastischer oder viskoplastischer Eigenschaften für das
mikroskopisch heterogene Material (zwei oder mehr Phasen). Die Betrachtung soll sich
hier auf analytische Homogenisierungsmethoden für idealisierte Mikrostrukturen be-
schränken, wobei sich entsprechend der Martensitkinetik die Volumenanteile von Aus-
tenit und Martensit während der Belastung verändern. Eine häufige Annahme für das
Zweiphasensystem Austenit-Martensit in TRIP-Stählen ist die Unterstellung ähnlicher
elastischer Eigenschaften bei stark unterschiedlicher (visko-)plastischer Antwort.
Lösungsansätze basierend auf der Einschlusslösung von Eshelby werden von Ga-
rion et al. [67], Stringfellow et al. [197], Tomita und Iwamoto [200] genutzt. Die auf
dem Stringfellow-Modell beruhenden Modelle ([197, 200]) nehmen zur Berechnung
der Fließspannung und plastischen Vergleichsdehnung der Einzelphasen die Eshel-
by-Lösung für isotrope, inkompressible, linear viskose Stoffe an. Die einfache Voigt-
Annahme wird z. B. von Dan et al. [43], Serri et al. [183], Sierra und Nemes [191]
verwendet.
Die Berechnung einer effektiven viskoplastischen Nachgiebigkeit unter Anwendung
nichtlinearer Homogenisierungstheorien wird von Papatriantafillou et al. [154], Prüger
[163], Prüger et al. [165, 166], Zaera et al. [223] verfolgt. Insbesondere die Modelle von
Prüger et al. [166] und Zaera et al. [223, 224] können erfolgreich für dehnratenabhän-
gige und thermomechanisch gekoppelte Simulationen von Zugversuchen angewendet
werden. Für die Vereinfachung der Homogenisierungsverfahren wird das Verhalten der
Einzelphasen häufig durch J2-Viskoplastizität modelliert. Zur Abbildung der beobach-
teten asymmetrischen Verfestigung in Abhängigkeit des makroskopischen Spannungs-
zustandes wird eine Erweiterung des Plastizitätsgesetzes durch Einflüsse der Mehr-
achsigkeit und Lastrichtung im Spannungsraum notwendig [163]. Daher müssen die
Homogenisierungsverfahren entsprechend revidiert werden, wie z. B. von Prüger [163]
für ein von der dritten Invariante des Spannungsdeviators J3 abhängiges Fließverhalten
der austenitischen Phase vorgeschlagen. Die numerische Behandlung solcher Modelle
erfordert spezielle Lösungsalgorithmen und scheint aufgrund der geringen Robustheit
für aufwendige thermomechanische Simulationen als eher ungeeignet. Das Modell von
Iwamoto und Tsuta [85] beinhaltet eine von Miller und McDowell [142] vorgeschlagene
Abhängigkeit der Fließfunktion von J3. Deren Homogenisierungsverfahren beruht auf
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der im Stringfellow-Modell angewendeten Eshelby-Lösung, welches ohne entspre-
chende Anpassung verwendet wird.
Empirische Ansätze zur Beschreibung des Einflusses der Martensitentwicklung auf
die isotrope Verfestigung beinhalten in der Verfestigungsfunktion bzw. Fließbedingung
empirische Mischungsregeln in Abhängigkeit des Martensitvolumenanteils [15, 75, 111,
187, 189]. Mit der Annahme einer vom Martensitvolumenanteil nichtlinear abhängigen
Anfangsfließspannung konnten die Modelle von Hallberg et al. [75] und Seupel et al.
[185] erfolgreich kalibriert werden. Der Vorteil dieses Modellierungsansatzes ist die
einfache Implementierung und Flexibilität, wobei die physikalische Fundierung nicht
unbedingt gegeben und die Vorhersagefähigkeit als gering einzustufen sind.
Zur Vervollständigung sei an dieser Stelle auf Multiskalenmodelle für TRIP-Stähle
verwiesen, welche auf numerischen Homogenisierungsverfahren beruhen [36, 37, 61, 84].
Diese dienen der simulationsgestützten Aufklärung von Phänomenen, sind jedoch für
ingenieurtechnische Anwendungen von eher untergeordneter Bedeutung.
Schädigungsmechanische Modelle zur Beschreibung duktiler Schädigung
Wie im vorangegangenen Abschnitt 1.1.5 diskutiert, wird für die betrachteten TRIP
und TWIP-Stähle von einem mikroskopisch duktilen Schädigungsmechanismus aus-
gegangen, d. h. Nukleation, Wachstum und Zusammenwachsen von Mikroporen bzw.
Mikrorissen. Bei mehrachsiger Zugbeanspruchung dominiert Porenwachstum, welches
mit einer plastischen Volumenänderung einhergeht. Für diese Beanspruchungssituati-
on haben sich die mikromechanisch motivierten Modelle nach Gurson-Tvergaard-
Needleman (GTN-Modell) [38, 73, 123, 204, 205, 225] sowie nach Rousselier [125,
173, 174, 178] als anwendbar herausgestellt. Für scherdominierte Beanspruchungen ha-
ben sich Modelle als geeignet erwiesen, bei denen die Schädigung von der plastischen
Vergleichsdehnung getrieben wird, siehe [140]. Die phänomenologische Berücksichti-
gung beider Schädigungsvorgänge verfolgen Modelle der Kontinuumsschädigungsme-
chanik (engl. Continuum Damage Mechanics–CDM, [46, 115, 116, 176, 177]) und em-
pirische Modelle [120, 121, 190, 208].
Die empirischen oder hybriden Schädigungsmodelle verwenden getrennte Ansätze für
die Initiierung und Entwicklung duktiler Schädigung. Durch die Wahl geeigneter Plas-
tizitätsmodelle kann das Materialverhalten moderner metallischer Werkstoff in einem
gewissen Deformationsbereich ohne die Berücksichtigung von Schädigung beschrieben
werden. Dies wird in den Arbeiten von Bai und Wierzbicki [11], Defaisse et al. [44], Lian
et al. [120, 121] und Seupel und Kuna [190] für einige anwendungstechnisch bedeutende
metallische Konstruktionswerkstoffe gezeigt (Aluminiumlegierung 2024-T351; hochfes-
ter Martensitphasenstahl ML340©TM; Dualphasenstahl DP600; Baustahl S355J2+N;
Druckbehälterstahl 18Ch2MFA). Die Initiierung der Schädigung und die nachfolgende
Bildung eines technischen Anrisses werden durch die Lastgeschichte (plastische Defor-
mation, Spannungszustand) beeinflusst [11, 120, 121]. Mikromechanisch–numerische
Studien unterstützen diese experimentellen Befunde, siehe [42, 57, 102, 107, 228]. Als
Kriterium für die Schädigungsinitiierung werden beispielsweise ungekoppelte Versa-
gensmodelle, siehe [12], adaptiert [120, 121, 190]: Ein Schädigungsindikator ω wird
eingeführt, welcher von der Lastgeschichte abhängt. Erst beim Erreichen eines kriti-
schen Wertes ωc beginnt die Entwicklung der Schädigungsvariable D, 0 ≤ D ≤ 1,
welche direkt die Spannungsantwort beeinflusst. Totales Versagen am Materialpunkt
ist als D = 1 definiert. Das erste Auftreten von D = 1 kann als Nukleation eines



















Abb. 1.10.: Schematische Darstellung (a) der 1D-Spannungsantwort und (b) der Entwicklung der
zugehörigen Schädigungsvariablen verschiedener schädigungsmechanischer Ansätze (Emp. Modell ≡
empirisches Modell). Das Kreuz (×) markiert den Punkt der Rissnukleation des jeweiligen Modells.
makroskopisch relevanten Risses interpretiert werden.
In Abb. 1.10 ist der empirische Ansatz den etablierten Schädigungsmodellen sche-
matisch für einen 1D-Lastfall gegenübergestellt.
Das GTN-Modell (blaue Linien) verwendet die Porosität f als Schädigungsvariable.
Typischerweise wird eine geringe Anfangsporosität unterstellt, wodurch sich bereits
eine anfängliche Abweichung vom rein verfestigenden Materialverhalten durch unter-
kritisches Porenwachstum ergibt, siehe Abb. 1.10 (a) und (b). Die Porosität entwickelt
sich bis zum kritischen Wert fc, welcher für den Beginn von Koaleszenzmechanismen
steht, siehe Abb. 1.10 (b). Ein beschleunigtes Porenwachstum setzt ein, welches bis zum
Erreichen des totalen Materialversagens bei ff anhält. Die Konstruktion der Fließfunk-
tion des GTN-Modells sorgt für den Verlust der Tragfähigkeit am Materialpunkt bei
ff.
Der CDM-Ansatz (rote Linien) verwendet eine Schädigungsentwicklung, welche erst
ab einem Schwellenwert der plastischen Dehnung einsetzt (Schädigungsinitiierung), sie-
he Abb. 1.10 (b). Das Schädigungswachstum ist direkt an die elastischen Eigenschaften
und das plastische Fließen gekoppelt, siehe Abb. 1.10 (a). Im einachsigen Fall wird oft-
mals eine lineare Entwicklung der Schädigung mit der plastischen Deformation für
viele relevante Metalle angenommen, siehe Lemaitre [116]. Da die Schädigungsentwick-
lung zusätzlich von der Energiefreisetzungsrate abhängt, liegt auch ein Einfluss der
Spannungsmehrachsigkeit vor, siehe Lemaitre [115]. Der Schädigungseinfluss startet
im Vergleich zum empirischen Ansatz deutlich eher. Die Nukleation eines Risses wird
für einen kritischen Schädigungswert Dc < 1 angenommen. Aufgrund von Dc < 1 ver-
schwindet die Spannung bei Anrissbildung nicht. Die Festlegung des kritischen Wertes
Dc ist ein ingenieurmäßiger Kompromiss.
Ungekoppelte phänomenologische Versagenskriterien [11, 44] (schwarze Linien) füh-
ren aufgrund der nachträglichen Auswertung zu keiner Entfestigung des Materials.
Erreicht der Schädigungsindikator ω den kritischen Wert ωc wird ein makroskopisches
Versagen angenommen.
Im Gegensatz zu GTN und CDM weist der empirische, gekoppelte Ansatz ein rasches
Wachstum der Schädigung von der Initiierung bis zum totalen Materialversagen auf.
In Anlehnung an das GTN-Modell wird nur das beschleunigte Schädigungsverhalten
im Koaleszenzbereich beschrieben, wie von Lian et al. [121] vorgeschlagen.
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Nichtlokale und gradientenerweiterte Ansätze
Alle im Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik formulierten lokalen Schädi-
gungsmodelle haben zur Folge, dass das mechanische Randwertproblem seine wohl-
gestellten Eigenschaften bei Erreichen eines gewissen Entfestigungszustandes verliert
(Verlust der Elliptizität). Dies führt zu unphysikalischen Lokalisierungsphänomenen
und im Rahmen der numerischen Lösung zu einer Diskretisierungsabhängigkeit („Netz-
abhängigkeit“) [23]. Als pragmatischer Ansatz wird bei entsprechenden Finite-Elemen-
te-Analysen mit lokalen Schädigungsmodellen die Elementgröße fixiert, welche somit
als weiterer Materialparameter auftritt. Jedoch hat auch die Wahl des Elementtyps
und die Elementorientierung einen pathologischen Einfluss auf die simulierten Risspfa-
de, siehe [91].
Um eine Regularisierung des Randwertproblems zu erreichen, wurden verschiede-
ne Ansätze entwickelt, siehe [92, 93]. Pijaudier–Cabot und Bažant [162] zeigen, dass
die Verwendung einer über einen räumlichen Bereich gemittelten Schädigungsgröße zu
netzunabhängigen Ergebnissen führt. Die nichtlokale Größe εnl ist über































dv = 1 (1.10)
verwendet werden kann, z. B. die Gausssche Glockenfunktion.
Peerlings et al. [159] leiten aus dem nichtlokalen Ansatz (1.9) eine implizite Gradien-
tendarstellung ab. Die resultierende partielle Differentialgleichung vom Helmholtz-
Typ zur Bestimmung der gewählten nichtlokalen Variable εnl lautet
L2nl∆xεnl = εnl − εl ∀ #»x ∈ B. (1.11)
Der Laplace-Operator ist über
∆xεnl = div (gradεnl) (1.12)
definiert. Bei der Herleitung der impliziten Gradientendarstellung tritt die interne Län-
ge Lnl auf. Zusätzlich sind Randbedingungen zu formulieren, wobei die etablierte Wahl
der natürlichen Randbedingung
#»n · gradεnl = 0 ∀ #»x ∈ ∂B (1.13)
auf Peerlings et al. [159] zurückgeht.
Die implizite Gradientendarstellung (1.11) lässt sich im Gegensatz zur integralen Mit-
telungsprozedur mit Standardmethoden der Finite Elemente Methode (FEM) behan-
deln und ist deshalb Ausgangspunkt zahlreicher regularisierter Modelle zur Beschrei-
bung duktiler Schädigung: z. B. basierend auf mikromechanischen Ansätzen [123, 178],
CDM [139, 140, 193] und empirischen Modellvorstellungen [190]. Forest [63] zeigt, dass
sich der Ansatz von Peerlings et al. [159] auch im Rahmen der mikromorphen Kontinu-
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umstheorie darstellen lässt. Die Einbettung der schädigungsmechanischen Modellierung
in die mikromorphe Theorie bietet die Möglichkeit einer eleganten Ableitung thermo-
dynamisch konsistenter konstitutiver Beziehungen [25, 46]. Allen genannten Methoden
liegt die Einführung einer internen Länge Lnl als zusätzlicher Modell- bzw. Material-
parameter zugrunde. Diese interne Länge kann z. B. über finite Größen von Bruchpro-
zesszonen in unterschiedlichen Materialien mikromechanisch motiviert werden [23].
Als nichtlokale oder mikromorphe Variable können verschiedene Größen erklärt wer-
den, wobei aus der jeweiligen Wahl teils unphysikalische Effekte hervortreten, siehe
Jirásek und Rolshoven [93] und Andrade et al. [6]. Die Festlegung eines nichtloka-
len Gegenstücks εnl zur lokalen Schädigungsvariable εl = D, mit den Eigenschaften
0 ≤ D ≤ 1, kann zu einem Locking-Effekt führen [93]: Die nichtlokale Schädigungsva-
riable εnl erreicht nicht den Totalausfall εnl = 1.
Im Modell von Peerlings et al. [159] für quasi-spröde Schädigung wird eine aus dem
elastischen Verzerrungstensor extrahierte Vergleichsdehnung als nichtlokale Größe de-
finiert, welche die Schädigung vorantreibt. Duktile Schädigung wird durch plastische
Deformation getrieben. Aus dieser Sicht wählen Linse et al. [123] die volumetrische
plastische Dehnung als nichtlokale Variable für das GTN-Modell, welche direkt mit der
Porosität als Schädigungsvariable in Zusammenhang steht. Im Modell für scherdomi-
nierte Schädigung nach Mediavilla et al. [140] wird die plastische Vergleichsdehnung ge-
wählt, welche ebenfalls direkt die Schädigungsevolution bestimmt. Diesen Varianten ist
gemein, dass die von der nichtlokalen Variable angenommenen Werte nicht nach oben
beschränkt sind. Sie ermöglichen einen total geschädigten Zustand am Materialpunkt.
Mediavilla et al. [139] definieren als Triebgröße eine mit der Spannungsmehrachsigkeit
gewichtete Vergleichsdehnung, welche zur nichtlokalen Größe erklärt wird. Auch diese
Wahl ermöglicht die Simulation bis zum totalen Tragfähigkeitsverlust des Materials.
Schädigungsmechanische Modelle für hochlegierte TRIP-Stähle
Bekannte Schädigungsmodelle für TRIP-Stähle wurden für Anwendungen im Tieftem-
peraturbereich entwickelt.
Der lokale CDM-Ansatz von Lemaitre [115, 116] zur Beschreibung duktiler Schä-
digung von Metallen wurde erstmals von Garion [65] auf hochlegierte TRIP-Stähle
angewendet. Als Plastizitätsmodell liegt ein J2-Modell zugrunde, mit der Annahme
kleiner Deformationen unter Beachtung isotroper und kinematischer Verfestigung, sie-
he auch [67]. Die dehnungsinduzierte Martensitentwicklung wird über ein linearisiertes
Olson-Cohen-Gesetz beschrieben. Die Schädigungsentwicklung ist proportional zur
plastischen Vergleichsdehnung und abhängig von der Energiefreisetzungsrate formu-
liert, d. h. im Einklang mit der traditionellen Kontinuumsschädigungsmechanik. Ne-
ben isotroper Schädigung wird auch eine Erweiterung zur Modellierung orthotroper
Schädigung mithilfe einer tensorwertigen Schädigungsvariable vorgeschlagen [66]. Die
experimentelle Grundlage zur Bestimmung der Modellparameter bilden einachsige Zug-
versuche mit Teilentlastung bei verschiedenen Dehnungszuständen. Über die Änderung
des gemessenen Elastizitätsmoduls wird die Schädigungsentwicklung in Abhängigkeit
der plastischen Deformation bestimmt, wie von Lemaitre [115, 116] vorgeschlagen. Die
mit FEM-Rechnungen vorhergesagte Schädigungsentwicklung an belasteten Balgver-
bindungen zeigt qualitativ richtige Ergebnisse. Das Modell von Garion [65] wurde in
den letzten Jahren von einer Gruppe polnischer Wissenschaftler konzeptionell wei-
terentwickelt [50, 51, 175] und z. B. auf Torsionsversuche bei kryogenen Bedingungen
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angewendet, siehe [152]. Simulationen von bruchmechanischen Versuchen unter Berück-
sichtigung von Risswachstum mithilfe dieses Modells oder die quantitative Validierung
anhand mehrachsiger Beanspruchung (z. B. Kerbzugversuche) liegen bisher nicht vor.
Ein weiteres Schädigungsmodell wird von einer koreanischen Forschergruppe vorge-
schlagen [98, 99, 112, 113, 221]. In den experimentellen Arbeiten (vornehmlich ein-
achsige Zugversuche [156]) wurden die Temperatur- und Dehnratenabhängigkeiten des
Stahls AISI 304L untersucht. Zur Modellierung wird ein heuristisch modifiziertes Bod-
ner-Partom-Modell für viskoplastisches Materialverhalten [21] vorgeschlagen, um
den zusätzlichen Verfestigungsanteil durch die martensitische Phasenumwandlung ab-
bilden zu können. Aus den gezeigten Zugversuchsergebnissen kann eine deutliche Ein-
schnürung der Proben vor Bruch festgestellt werden. In den Arbeiten der Gruppe wurde
die Einschnürung bei der Parameteranpassung vernachlässigt, d. h. es wurden keine 3D
bzw. rotationssymmetrischen FE-Simulationen des Zugversuchs durchgeführt, sondern
allein die eindimensionale Reaktion in Lastrichtung auf Materialpunktebene verwendet.
Der Spannungsabfall in der eindimensionalen technischen Spannungs-Dehnungskurve
wird duktiler Schädigung zugeschrieben [221]. Diese wird in das Bodner-Partom-
Modell integriert und anschließend werden die 1D-Kurven angepasst. Das Vorgehen ist
kritisch zu hinterfragen, da Schädigung und geometrische Entfestigung nicht gleichge-
setzt werden können.
1.2. Zielstellung und Aufbau der Arbeit
Keines der vorhandenen kontinuumsmechanischen Modelle zur Beschreibung von Ver-
formung, Verfestigung und Schädigung eignet sich zur umfänglichen Erfassung des
Verhaltens von hochlegierten TRIP-Stählen. Restriktionen auf kleine Deformationen,
lokale Formulierung der Schädigung und mehrheitliche Betrachtung des einachsigen
Zugversuchs als Anwendungsfall bieten Raum für grundlegende Erweiterungen.
Das Ziel der Arbeit ist die Formulierung eines regularisierten Schädigungsmodells
unter Beachtung duktiler Schädigungsmechanismen bei großen plastischen Deforma-
tionen. Das Modell soll prinzipiell in der Lage sein, in numerisch robuster Weise den
Rissfortschritt und somit das Bruchverhalten zu simulieren. Dies stellt die Vorausset-
zung dar, um eine Kalibrierungsstrategie für das Modell zu entwickeln und eine Validie-
rung bzw. Bewertung vorzunehmen. Dieser Schritt hin zur Anwendung regularisierter
Schädigungsmodelle auf metallische Werkstoffe wurde bisher nur in wenigen Fällen be-
gangen [82, 186, 190, 225]. Aus den Arbeiten des SFB 799 zu TRIP-fähigen Gussstählen
stehen für erste Untersuchungen Daten aus Kerbzugversuchen [146] und bruchmechani-
schen Versuchen an Kompaktzugproben (engl. Compact Tension–CT, [29]) unter mono-
toner, quasi-statischer Belastung zur Verfügung. Damit fokussiert sich die Anwendung
in dieser Arbeit auf Belastungen unter moderat mehrachsiger Zugbeanspruchung bei
dominantem Risswachstum unter Modus I.
Die schädigungsmechanische Modellierung soll auf ein Materialgesetz aufbauen, wel-
ches zunächst die wichtigsten Phänomene des ungeschädigten Materialverhaltens von
hochlegierten TRIP-Stählen widerspiegelt. Hierzu zählen
• die prinzipielle Erfassung aller Martensitbildungsmechanismen (athermisch, span-
nungsunterstützt, verformungsinduziert),
• die lastrichtungsabhängige, asymmetrische Verfestigung,
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• die Ratenabhängigkeit,
sowie die Abhängigkeit aller genannten Effekte von der Temperatur. Um weiterhin Ei-
genheiten wie den Curve-Crossing-Effekt abzubilden, ist eine vollständig thermomecha-
nische Kopplung vorgesehen. Als Einschränkung werden folgende Annahmen getroffen:
• isotropes Materialverhalten (polykristalliner, texturfreier Werkstoff)
• monotone Beanspruchung
Die Materialmodellierung erfolgt im Rahmen der Kontinuumsmechanik und verwendet
zur Abbildung lastgeschichtsabhängigen Verhaltens die Theorie der Thermodynamik
interner Variablen. Zur numerischen Lösung der entsprechenden Feldgleichungen wird
die Finite Elemente Methode eingesetzt.
Ausgehend von den Zielstellungen ist die Arbeit wie folgt aufgebaut: Im zweiten
Kapitel wird ein thermomechanischer Rahmen unter Beachtung großer Deformationen
formuliert, welcher zur Ableitung eines thermodynamisch konsistenten Materialgesetzes
und der benötigten Feldgleichungen dient.
Im dritten Kapitel wird der thermomechanische Rahmen konkretisiert, d. h. Zu-
standsvariablen, Zustandspotential und Fließregeln werden entsprechend der zu be-
achtenden Phänomene von hochlegierten TRIP-Stählen gewählt. Für die nachfolgen-
de Anwendung werden zwei Szenarien eingehender untersucht: (i) thermomechanische
Belastung bei Berücksichtigung des ungeschädigten Materialverhaltens; (ii) mecha-
nische Belastung unter quasi-statischen Bedingungen bei Berücksichtigung duktiler
Schädigung. Als schädigungsmechanischer Ansatz wird ein empirisches Vorgehen nach
der Einteilung aus Abschnitt 1.1.6 gewählt. Aus dieser Trennung ergeben sich zwei
abgerüstete Materialgesetze, welche im Rahmen eines kommerziellen FE-Programms
(ABAQUS/Std.) implementiert werden.
Die numerische Behandlung ist Gegenstand des vierten Kapitels.
Das fünfte Kapitel widmet sich der Anwendung des thermomechanisch gekoppelten
Materialgesetzes. An Beispielen verschiedener hochlegierter TRIP-Stähle (Marval X12
[145], AISI 304 (X5 CrNi 18-10) [151] ) werden Aspekte zur Modellierung der ather-
mischen, spannungsunterstützten und verformungsinduzierten Martensitbildung sowie
zur TRIP-Kinematik und den Verfestigungseigenschaften diskutiert. Schließlich wird
ein konkretes Modell für den SFB-Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6 erarbeitet, kalibriert
und validiert.
Das auf X3CrMnNi 16-6-6 angepasste Materialmodell bildet den Ausgangspunkt für
die schädigungs- und bruchmechanischen Untersuchungen im sechsten Kapitel. Ausge-
hend von einer durch Seupel und Kuna [190] vorgeschlagenen Kalibrierungsstrategie
für regularisierte Schädigungsmodelle basierend auf empirischen Ansätzen, werden zu-
nächst verschiedene Versagenskriterien für den hochlegierten TRIP-Stahl X3CrMnNi
16-6-6 getestet, welche potentielle Kriterien der Schädigungsinitiierung darstellen. An-
schließend wird die regularisierende Wirkung des Schädigungsmodells nachgewiesen
und entsprechende Diskretisierungsempfehlungen angegeben, bevor der Einfluss der
eingeführten Modellparameter unter definierten Bedingungen (homogene Belastung,
vorgeschriebenes Rissspitzenfeld) herausgearbeitet wird. Hierzu werden verschiedene
Varianten des Schädigungsmodells näher beleuchtet. Die Erkenntnisse werden abschlie-
ßend als Strategie zur Parameterbestimmung formuliert und auf die real verfügba-
ren Versuche (Kerbzugversuche, CT-Proben) übertragen bzw. angepasst. Die Kalibrie-
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rungsergebnisse werden diskutiert, bevor die Übertragbarkeit auf andere Belastungssi-
tuationen überprüft wird.
Im siebten Kapitel werden die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst
und zukünftige Forschungsansätze besprochen.
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2. Thermomechanischer Rahmen der
konstitutiven Modellierung
Ziel dieses Kapitels ist die Einführung eines thermomechanischen Rahmens zur kon-
sistenten Formulierung von elastoplastischen Materialmodellen unter Berücksichtigung
großer Deformationen, thermomechanischer Kopplung und nichtlokaler Schädigungs-
effekte. Bei der folgenden Darstellung wird von grundlegenden Kenntnissen der Kon-
tinuumsmechanik und Materialtheorie einfacher Materialien ausgegangen, siehe z. B.
[16, 19, 153, 155].
Zur Aufstellung eines regularisierten Schädigungsmodells wird der mikromorphe An-
satz von Forest [63] verfolgt. Der Begriffmikromorph bezieht sich auf die Annahme einer
Substruktur an jedem materiellen Punkt des Kontinuums, durch welche Mikrostruktur-
effekte erfasst werden können. Größenphänomene sind Beispiele solcher Mikrostruktur-
effekte, welche den Theorien der Gradientenplastizität, Gradientenelastizität und den
gradientenerweiterten Schädigungsmodellen als Ausgangspunkt dienen. Dabei beein-
flussen zusätzlich Gradienten von bestimmten Zustandsgrößen das Materialverhalten.
Im Rahmen des mikromorphen Ansatzes wird die Menge der Freiheitsgrade (FHG) um
eine mikromorphe (nichtlokale) Variable εnl ergänzt:
FHG = { #»u , ϑ, εnl} . (2.1)
Bei thermomechanischen Prozessen sind die weiteren Freiheitsgrade die Verschiebung
#»u sowie die absolute Temperatur ϑ (ϑ > 0).
Die Materialantwort auf thermomechanische Belastungen hängt vom Zustand des
Materials ab. Dieser Zustand wird durch die Entwicklung eingeführter Zustandsvaria-
blen erfasst (ZV), welche an jedem Materialpunkt vorliegen:
ZV =
{
ε, ϑ, #»κ (n)α , εnl, gradεnl
}
. (2.2)
Die Zustandsvariablen beinhalten ein Deformationsmaß, hier beispielhaft den Verzer-
rungstensor ε, die absolute Temperatur ϑ und zusätzlich interne Zustandsvariablen
#»κ (n)α . Die internen Zustandsvariablen dienen zur Beschreibung lastgeschichtsabhängi-
ger, dissipativer Prozesse im Rahmen der Thermodynamik interner Variablen (TIV).
Die mikromorphe Variable und deren Gradient gradεnl gehen gleichzeitig in die Menge
der Zustandsgrößen ein, wodurch der Größeneffekt des Materialverhaltens abgebildet
wird. Dabei stellt die mikromorphe Variable das gradientenbehaftete Gegenstück zu
einer vorhandenen Zustandsvariablen dar.
Die zeitlichen Änderungen der Freiheitsgrade und Zustandsvariablen ergeben sich aus
der Lösung von mathematischen Anfangs-Randwertproblemen unter Berücksichtigung
des vorgeschriebenen Materialmodells. Die mikromorphe Bilanzgleichung sowie die me-
chanischen Bilanzgleichungen werden mithilfe des Prinzips der virtuellen Leistung ge-
wonnen. Gleichzeitig werden die thermodynamischen Bilanzgleichungen (Energieerhal-
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tung, Clausius-Duhem-Ungleichung) entsprechend erweitert. Die Analyse thermome-
chanisch zulässiger Prozesse (Coleman-Noll-Prozedur) liefert schließlich die Struk-
tur der konstitutiven Gleichungen unter Berücksichtigung der mikromorphen Theorie.
2.1. Kinematik
Ein in der Kontinuumstheorie betrachteter materieller Körper besteht aus einer zusam-
menhängenden Menge materieller Punkte P . Im dreidimensionalen Anschauungsraum
nimmt der materielle Körper B ein durch die Oberfläche ∂B begrenztes Volumen
ein. Durch die Einführung eines Koordinatensystems kann jedem Raumpunkt ein Zah-
lentripel (die Koordinaten) xi ∈ {x1, x2, x3} zugeordnet werden. Alternativ kann jeder
Raumpunkt durch den Ortsvektor #»x = xi #»e i bezüglich eines gewählten Koordinatenur-
sprungs identifiziert werden. Die umkehrbar eindeutige Zuordnung aller materiellen
Punkte des Körpers zu Raumpunkten für eine beliebige Zeit t
#»x = #»χ (P, t) (2.3)
wird als Momentankonfiguration bezeichnet. Die Verschiebung eines materiellen Punk-
tes P ist durch
#»u = #»x − #»ξ (2.4)
gegeben. Darin kennzeichnet #»ξ den Ortsvektor von P in einer gewählten Ausgangs-
konfiguration zur festen Zeit t0 mit den zeitinvarianten Koordinaten ξi ∈ {ξ1, ξ2, ξ3}:
ξK = χK (P, t0) = χK (P ) ;
#»
ξ = #»χ (P, t0) = #»χ 0 (P ) (2.5)
Die Bewegung eines materiellen Punktes kann schließlich unter Ausnutzung der einein-
deutigen Zuordnung (2.3) und der Festlegung materieller Koordinaten (2.5) durch























Zur Berechnung von mechanischen Spannungen und damit verbundenen mechani-
schen Leistungen im Körper sind allein jene Anteile der Bewegung verantwortlich,
welche zu einer Deformation beitragen (Volumen- und Gestaltsänderung). Zu deren
Quantifizierung müssen geeignete Verzerrungsmaße definiert werden. Ausgangspunkt
hierfür ist die Betrachtung der Abstandsbeziehung benachbarter materieller Punkte.
Entscheidend hierbei ist der Deformationsgradient
F = ∂xm
∂ξN






#»e m ⊗ #»e N . (2.7)
Da die Bewegungsfunktion invertierbar ist, gilt für die Determinante des Deformati-
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onsgradienten (Jacobi-Determinante)







mit dem anschaulichen Zusammenhang zwischen Volumenelementen in der Ausgangs-
konfiguration dV0 und Momentankonfiguration dv, siehe z. B. [155, Abschnitt 3.2].
Aus der Vielzahl von möglichen Verzerrungsmaßen, siehe z. B. [155, Abschnitt 3.2],
wird in dieser Arbeit der logarithmische Hencky-Verzerrungstensor εlog gewählt. Des-
sen Berechnung erfolgt nach der Vorschrift




F · F T
)
(2.9)
mit dem linken Strecktensor
V 2 = F · F T ≡ B. (2.10)
Der Geschwindigkeitsgradient lautet
l = grad #»v = Ḟ · F−1. (2.11)
In vorangegangener Gleichung wird die materielle Zeitableitung verwendet, welche




































Zudem wird im Folgenden die Zeitableitung der Determinante des Deformationsgradi-
enten benötigt, welche durch die äquivalenten Darstellungsweisen
J̇ac = Jac div #»v = Jac tr (D) (2.16)
gegeben ist.
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2.2. Mechanische und mikromorphe Bilanzgleichungen
Das Prinzip der virtuellen Leistung hat sich als elegantes Werkzeug zur Ableitung
der Feldgleichungen erweiterter Kontinua etabliert, insbesondere für die mikromorphe
Theorie [63]. Deshalb wird dieser Ansatz der analytischen Mechanik hier angewendet.





(n) (t) = DDt
∫
B





(n) + #»a (n)div #»v
)
dv, (2.17)
und der Gausssche Integralsatz∫
∂B
#»n · #»a (n) da =
∫
B
div #»a (n) dv (2.18)
benötigt. Mit #»n und da sind die nach außen gerichtete Einheits-Flächennormalen bzw.
das Flächenelement in der Momentankonfiguration gemeint. Das Tensorfeld #»a (n) ( #»x , t)
muss für die Anwendung der genannten Theoreme hinreichend glatt sein.
2.2.1. Massenbilanz und Kontinuitätsgleichung
Während einer Bewegung bleibt die Masse m eines materiellen Körpers unverändert,







ρ dv = 0. (2.19)
Mithilfe des Transportsatzes Gl. (2.17) kann die Kontinuitätsgleichung abgeleitet wer-
den, welche die Änderung der Dichte ρ ( #»x , t) beschreibt:
ρ̇+ ρ div #»v = 0. (2.20)
Dabei wird angenommen, dass die Massenbilanz auch für alle Teilkörper gilt (Lokali-
sierungstheorem).
2.2.2. Prinzip der virtuellen Leistung
Das Prinzip der virtuellen Leistung basiert auf der Analyse virtueller Systemänderun-
gen in Analogie zum Lagrange-D’Alembert-Prinzip der Mechanik. Eine ausführli-
che Beschreibung des Prinzips erfolgt in Germain [70], Maugin [135] und Besson et al.
[19, Abschnitt 6.2]. Das Prinzip der virtuellen Leistung arbeitet mit den materiellen
Zeitableitungen der Freiheitsgrade, d. h. mit der Geschwindigkeit #»v und ε̇nl. Hierzu
wird eine virtuelle Änderung von #»v ∗ und ε̇∗nl angenommen. Die virtuellen Änderungen
sind stetig und stetig differenzierbare Felder im betrachteten Gebiet. Die virtuellen
Größen verschwinden an Rändern mit vorgeschriebenen wesentlichen Randbedingun-
gen.
Den gewählten primären Feldgrößen und deren Gradienten werden duale Größen
(Kräfte) zugeordnet, wobei die lineare Verknüpfung von Kraft und Zeitableitung einer
virtuellen Feldgröße die entsprechende virtuelle Leistung ergibt. Die Kräfte werden
traditionell in innere Kräfte, äußere Kräfte und Trägheitskräfte unterteilt.
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Die Definition der Leistung der internen Kräfte unterliegt axiomatisch folgender
Restriktion [70]:
Axiom der Leistung interner Kräfte. Die virtuelle Leistung der internen Kräfte
muss invariant gegenüber einem Beobachterwechsel sein.
Dieses Axiom entspricht dem konstitutiven Prinzip der materiellen Objektivität, siehe
[16, Abschnitt 4.3]. Damit folgt, dass der Cauchy-Spannungstensors objektiv sein muss
[16, Abschnitt 4.3]:
σ(II) = Q (t) · σ(I) ·QT (t) . (2.21)
Zudem muss die Aufstellung der Stoffgleichungen allein durch objektive Größen erfol-
gen, siehe Anhang A.1 zur Objektivität von Tensoren.
Die virtuelle Leistung der internen Kräfte lautet




mit der angenommenen Leistungsdichte
p∗i = σ : l∗ +mnlε̇∗nl +
# »
Mnl · gradε̇∗nl. (2.23)
Die letzten beiden Terme entsprechen der mikromorphen Erweiterung. Durch Auswer-
tung des Axioms der Leistung interner Kräfte ergibt sich die Einschränkung
σ = σT, (2.24)
da der Geschwindigkeitsgradient l nicht objektiv ist. Lediglich der symmetrische An-
teil von l, die Deformationsrate D, ist objektiv. Durch die Symmetrie des Cauchy-
Spannungstensors σ, Gl. (2.24), wird nur die objektive Deformationsrate extrahiert:
σ : l∗ = σ : D∗. (2.25)
Die geforderte Symmetrie des Cauchy-Spannungstensors sichert zudem die Erfüllung
der Drehimpulsbilanz, wie diese in der synthetischen Mechanik aufgestellt wird. Die
dualen mikromorphen Größen mnl und
# »
Mnl werden als generalisierte Spannungen be-
zeichnet.
Durch partielle Integration der gradientenbehafteten Terme in Gl. (2.22) und An-






divσ · #»v ∗ +
(












#»n · # »Mnl
)
ε̇∗nl da. (2.26)
Die externen Kräfte können in volumenbezogene Lasten und Oberflächenkräfte un-




p∗v dv + P ∗c . (2.27)
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Für die Leistungsdichte p∗v wird kein Beitrag des mikromorphen Freiheitsgrades be-




f · #»v ∗. (2.28)











mit dem vorgegebenen Kraftflussvektor #»t und der generalisierten Kraftflussgröße mc.
Die virtuelle Leistung der Trägheitskräfte nach D’Alembert ergibt sich für das
Kontinuum als
P ∗a = −
∫
B
ρ #̇»v · #»v ∗ dv. (2.30)
Trägheitsterme der mikromorphen Variable werden hier ausgeschlossen, können indes-
sen im Allgemeinen eingeführt werden, siehe [46].
Das Prinzip der virtuellen Leistung fordert [70]:
Prinzip der virtuellen Leistung. In einem Inertialsystem verschwindet die Summe
der virtuellen Leistung aller Kräfte (interne Leistung P ∗i , externe Leistung P ∗e , Leistung
von D’Alembertschen Trägheitskräften P ∗a ) für eine beliebige virtuelle Änderung der
Freiheitsgrade.
Aus dieser Forderung, d. h.
P ∗i + P ∗e + P ∗a = 0, (2.31)
für beliebige virtuelle Änderungen #»v ∗ und ε̇∗nl, folgen mithilfe des Lokalisierungstheo-
rems die Bilanzgleichungen
divσ + ρ #»f = ρ #̇»v ∀ #»x ∈ B (klassische Impulsbilanz), (2.32)
div # »Mnl = mnl ∀ #»x ∈ B (mikromorphe Bilanzgleichung), (2.33)
sowie aus den Oberflächentermen die natürlichen Randbedingungen
#»
t = #»n · σ ∀ #»x ∈ ∂Bt (Schnittspannungsrandbedingungen), (2.34)
mc = #»n ·
# »
Mnl ∀ #»x ∈ ∂Bm (generalisierte Spannungsrandbedingungen). (2.35)
Zusätzlich lassen sich wesentliche Randbedingungen für alle Zeiten t > t0 vorgeben:
#»u = #»ū ∀ #»x ∈ ∂Bu (Verschiebungsrandbedingung), (2.36)
εnl = ε̄nl ∀ #»x ∈ ∂Be (wesentliche mikromorphe Randbedingung). (2.37)
Für die Ränder gilt ∂B = ∂Bt∪∂Bu = ∂Bm∪∂Be, ∂Bt∩∂Bu = ∅ und ∂Bm∩∂Be = ∅.
Wird als Ausgangskonfiguration der Betrachtung die Referenzkonfiguration bei t = t0
gewählt, können an allen materiellen Punkten des Körpers B die Anfangsgeschwindig-
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Die bisherigen kinematischen und kinetischen Betrachtungen sind unabhängig vom vor-
liegenden Materialverhalten. Da die hergeleiteten Bilanzgleichungen nicht zur Bestim-
mung aller Feldgrößen ausreichen, müssen materialabhängige konstitutive Gleichungen
formuliert werden, welche einen Zusammenhang zwischen den Zustandsgrößen und den
konstitutiv zugeordneten Größen herstellen. Die Wahl der konstitutiven Beziehungen
obliegt physikalisch sinnvollen Restriktionen, welche aus den Prinzipien der Thermo-
dynamik folgen. Zusätzlich zu den mechanischen Feldgrößen müssen weitere konzeptio-
nelle Größen definiert werden [41]: Temperatur ϑ ( #»x , t), innere Energie U ( #»x , t), Entro-
pie S ( #»x , t), Wärmefluss #»q th ( #»x , t) und Wärmequellen pth ( #»x , t). Die Thermodynamik
postuliert eine weitere Bilanzgleichung (Energiebilanz) und eine Bedingung zur Zu-
lässigkeit thermomechanischer Prozesse (Clausius-Duhem-Ungleichung). Zusammen
mit allgemeinen Prinzipien der Materialtheorie wird die aus der Clausius-Duhem-
Ungleichung abgeleitete Dissipationsungleichung später zur konsistenten Formulierung
konstitutiver Gleichungen genutzt.
2.3.1. Energiebilanz (1. Hauptsatz der Thermodynamik)
Im ersten Hauptsatz der Thermodynamik wird postuliert, dass die zeitliche Änderung
der inneren Energie U und kinetischen Energie K eines Systems gleich der zu- und
abgeführten Leistungen ist. Im Rahmen der betrachteten thermomechanischen Prozesse
stellen die externe mechanische Leistung Pe und die Wärmeleistung Q̇ diese dem System
zu- bzw. abgeführten Anteile dar:
U̇ + K̇ = Pe + Q̇. (2.39)
In Gl. (2.27) auf Seite 41 ist bereits die virtuelle externe Leistung eingeführt. Werden
die virtuellen Größen durch die Größen selbst ersetzt, ergibt sich die reale Leistung Pe.
Unter Beachtung der natürlichen Randbedingungen (2.34) und (2.35) auf der vorheri-






f · #»v dv +
∫
∂B




#»n · # »Mnl
)
ε̇nl da, (2.40)
inklusive der mikromorphen Beiträge.




#»n · #»q th da+
∫
B
ρ pth dv (2.41)
definiert. Für den Wärmeleistungsterm werden Wärmeströme über die Oberfläche #»q th
und innere massenbezogene Wärmequellen pth berücksichtigt. Das negative Vorzeichen
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in Gl. (2.41) ergibt sich aus klassischen Definitionsgründen.








angegeben, wobei u̇ die zeitliche Änderung der massenspezifischen inneren Energie
symbolisiert.






ρ #»v · #»v dv =
∫
B
ρ #»v · #̇»v dv (2.43)
unter Anwendung des Transportsatzes (2.17) mit #»a (n) ( #»x , t) = ρ #»v · #»v und Verwertung
der Kontinuitätsgleichung (2.20).
Um aus der globalen Energiebilanz (2.39) die Feldgleichung zu extrahieren, wird
zunächst der Gausssche Integralsatz (2.18) auf die Oberflächenintegrale in den Glei-
chungen (2.40) und (2.41) angewendet. Unter Beachtung der mechanischen Bilanz-
gleichungen (2.32) und (2.33) folgt nach Anwendung des Lokalisierungstheorems die
Energiebilanz (1. Hauptsatz) in lokaler Form:
ρu̇ = σ : D +mnlε̇nl +
# »
Mnl · gradε̇nl︸ ︷︷ ︸
pi
−div #»q th + ρ pth
= pi − div #»q th + ρ pth (1. HS). (2.44)
Die markierten Terme ergeben gerade die in Gl. (2.23) auf Seite 41 eingeführte reale
interne Leistungsdichte pi.
2.3.2. Clausius-Duhem-Ungleichung (2. Hauptsatz der
Thermodynamik)
Alle thermodynamischen Prozesse laufen in eine bestimmte Richtung ab. Zur Unter-
scheidung, ob ein Prozess möglich ist oder nicht, wird die Entropie S als weitere Zu-










Diese Darstellungsweise wird als Clausius-Ungleichung bezeichnet. Ausgangspunkt
für die thermodynamisch konsistente Materialmodellierung ist die als Clausius-Duhem-

















Die massenbezogene Entropie ist mit s eingeführt. Die Wärmeleistung entspricht Gl.
(2.41). In Analogie zu den bisher gewonnenen Feldgleichungen lässt sich die Clausius-
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Duhem-Ungleichung auch in lokaler Form angeben:
ρϑṡ− ρpth + div #»q th −
1
ϑ
#»q th · gradϑ ≥ 0 (CD-U). (2.47)
Jeder Materialpunkt kann somit als thermodynamisches System betrachtet werden.
Erfüllt ein Materialgesetz die lokale Form des zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-
mik, so genügt es in Strenge allen formalen Anforderungen der Thermodynamik [153,
S. 547].
2.3.3. Dissipationsungleichung
Die Clausius-Duhem-Ungleichung kann mithilfe der Energiebilanz (2.44) in die so-
genannte Dissipationsungleichung (DU) überführt werden:
ρϑṡ+ pi − ρu̇−
1
ϑ
#»q th · gradϑ ≥ 0. (2.48)
Weiterhin wird eine Legendre-Transformation durchgeführt: ψ = u − s ϑ. Anstelle
der spezifischen inneren Energie u, als Funktion der spezifischen Entropie s, wird die
freie Helmholtz-Energie als Funktion der Temperatur ϑ verwendet. Damit lautet die
Dissipationsungleichung
−ρsϑ̇− ρψ̇ + pi −
1
ϑ
#»q th · gradϑ ≥ 0. (DU) (2.49)
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Neben den thermodynamischen Restriktionen durch die Dissipationsungleichung wer-
den weitere Anforderungen an das Materialgesetz durch axiomatisch formulierte Prin-
zipien eingeführt, siehe [5, 202].
2.4.1. Allgemeine konstitutive Prinzipien
Zur Aufstellung konstitutiver Gleichungen im kontinuumsmechanischen Rahmen haben
sich zunächst drei Prinzipien bewährt [202, S. 36 ff.] ; [77, S. 253-258]:
• Prinzip des Determinismus: Die aktuelle Spannung in einem materiellen Körper
ist von dessen Verformungsgeschichte abhängig.
• Prinzip der lokalen Wirkung (für einfache Materialien): Der Zustand an einem
materiellen Punkt P wird allein von der Bewegung seiner infinitesimalen Nachbar-
schaft beeinflusst, und nicht von allen Partikeln des materiellen Körpers. Dieses
Prinzip muss im Rahmen von Kontinua höherer Ordnung gelockert werden.
• Prinzip der materiellen Objektivität: siehe Abschnitt 2.2.2 auf Seite 40.
Altenbach [5, Abschnitt 6.2] nennt noch vier weitere Prinzipien der Materialtheorie,
welche in der folgenden Argumentation Anwendung finden:
• Prinzip der Kausalität: Die Wahl der abhängigen und unabhängigen Variablen
wird aus den Überlegungen von Wirkung und Ursache bestimmt.
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• Prinzip der physikalischen Konsistenz : Die konstitutiven Gleichungen dürfen nicht
den mechanischen und thermodynamischen Gesetzen widersprechen. Dies fordert
speziell die Erfüllung der Dissipationsungleichung (2.49).
• Prinzip der Äquipräsenz : Der Satz der unabhängigen Variablen muss in alle kon-
stitutiven Beziehungen des Kontinuumsmodells eingehen. Dies gilt solange das
Prinzip der physikalischen Konsistenz nicht verletzt wird [81].
• Gedächtnisprinzip: Ein Material reflektiert zurückliegende Ereignisse unterschied-
lich.
2.4.2. Elastoplastizität bei großen Deformationen
Zur Beschreibung des elastisch-plastischen Verhaltens von Metallen müssen große De-
formationen in Betracht gezogen werden. In dieser Arbeit wird eine Ratenformulierung
zur Verknüpfung der Cauchy-Spannung mit entsprechenden räumlichen Verzerrungs-
größen verwendet. Diese sogenannte hypoelastische Annahme spiegelt jedoch im Allge-
meinen kein elastisches Verhalten wider, welches nur vom momentanen Deformations-
zustand bestimmt wird (Cauchy-Elastizität) und unabhängig von der Lastgeschichte
ist (Hyperelastizität). Dies und andere fragwürdige Effekte der Hypoelastizität (z. B.
Spannungsoszillationen bei Verwendung der bekannten Jaumann-Rate) sind hinrei-
chend in der Literatur beschrieben, z. B. im Übersichtsartikel von Xiao et al. [218,
Abschnitte 5.6–5.7].
Plastizitätsmodelle im Rahmen der Hypoelastizität basieren auf der konstitutiven
Annahme einer additiven Zerlegung der Deformationsrate D in einen elastischen und
einen plastischen Anteil Dpl, woraus für die elastische Rate
Del = D −Dpl (2.50)
folgt.
Eine hyperelastische Formulierung erfüllt die geforderte Unabhängigkeit der Ma-
terialantwort von der Lastgeschichte, da sich die Spannungs-Dehnungsbeziehung aus
einem Potential ableiten lässt, welches mathematisch und physikalisch motivierte Ei-
genschaften besitzt, siehe Glüge und Kalisch [72]. Dieses Potential wird als Verzer-
rungsenergiefunktion bezeichnet. Die mathematischen Eigenschaften beziehen sich auf
Konvexitätsforderungen, welche gestellt werden, um die Existenz und Eindeutigkeit
der Lösung elastostatischer Randwertprobleme zu garantieren [72]. Die physikalischen
Eigenschaften beziehen sich auf die Wahl der Deformationsmaße im Potential, um z. B.
das Prinzip der materiellen Objektivität zu erfüllen.
Eine konsistente Ratenformulierung unter Erhalt der hyperelastischen Eigenschaften
geht auf Arbeiten von Xiao et al. [216, 217, 219], Xiao und Chen [220] zurück. Für die
nachfolgenden Betrachtungen sollen folgende einschränkende Annahmen gelten:
• isotropes Materialverhalten unter Berücksichtigung thermoelastischer Effekte
• linearer Zusammenhang zwischen den Spannungs- und Verzerrungsgrößen
Es sei eine Verzerrungsenergiefunktion bezogen auf das Einheitsvolumen in der Refe-
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εellog − αthδ (ϑ− ϑ0)
)
. (2.51)
Darin treten der isotrope Elastizitätstensor




δ ⊗ δ (2.52)
und der Wärmeausdehnungskoeffizient αth auf. Temperaturabhängigkeiten des Schub-
moduls G und des Kompressionsmoduls K werden vernachlässigt. Das Potential (2.51)
ist aus dem Hookeschen Gesetz der linearen Elastizitätstheorie bei kleinen Deforma-
tionen bekannt, wobei hier der elastische Teil des logarithmischen Verzerrungstensors
εellog anstelle des infinitesimalen Verzerrungstensors verwendet wird [216]. Daraus ergibt





εellog − αthδ (ϑ− ϑ0)
)
, (2.53)
wobei diese zwischen dem Kirchhoff-Spannungstensor τ und dem logarithmischen












εellog − αthδ (ϑ− ϑ0)
)
. (2.54)
Eine konsistente Ratenformulierung zu Gl. (2.53) lässt sich im Allgemeinen durch
die konsequente Anwendung einer gewählten objektiven Zeitableitung auf die beiden
Seiten der Gleichung gewinnen, siehe Eshraghi et al. [53] und Budnitzki [28, Abschnitt
5.1]. Xiao et al. [216, 217] zeigen allerdings, dass nur eine objektive Zeitableitung

()
existiert, welche gerade zu








= Del +Dpl (2.55)
führt, d. h. zur in der hypoelastischen Theorie genutzten Deformationsrate. Somit
















Der auftretende instantane Wärmeausdehnungskoeffizient αinst ist durch
αinst =
d
dϑ (αth (ϑ− ϑ0)) (2.57)
definiert.
Die sogenannte logarithmische Rate

() ist für die Kirchhoff-Spannung als

τ = τ̇ −Ωlog · τ − τ ·ΩTlog (2.58)
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definiert. Der generierende Tensor Ωlog ist durch
Ωlog = W +N log (2.59)
gegeben [216]. Der zusätzliche Spintensor N log kann mithilfe des linken Cauchy-
Green-Tensors B und der Deformationsrate D berechnet werden [226]:
N log =

0, für b1 = b2 = b3,
v0 [B ·D] , für b1 6= b2 = b3,








, für b1 6= b2 6= b3.
(2.60)
Darin sind bi (i ∈ {1, 2, 3}) die Eigenwerte des Cauchy-Green-Tensors B. Die Vor-





















k = 1, 2, 3, (2.62)











Zudem wird in Gl. (2.60) folgende Operation definiert:
[Br ·D ·Bs] = Br ·D ·Bs −Bs ·D ·Br, r, s = 0, 1, 2. (2.65)
2.4.3. Coleman-Noll-Prozedur
Die von Coleman und Noll [41] vorgeschlagene Prozedur liefert unter Beachtung der
gegebenen mechanischen, mikromorphen und thermodynamischen Bilanzgleichungen
Aussagen über die Struktur der konstitutiven Gleichungen und zeigt entsprechende
Einschränkungen auf. Die Vorgehensweise setzt sich aus folgenden Schritten zusammen:
1. Wahl der unabhängigen Variablen nach dem Kausalitätsprinzip unter Beachtung
der materiellen Objektivität: Als unabhängige Variablen werden in dieser Arbeit
die Verschiebung #»u , die Temperatur ϑ und die mikromorphe Variable εnl gewählt.
Da die Verschiebung #»u und der Verschiebungsgradient grad #»u keine objektiven
Tensoren sind, werden objektive Verzerrungsmaße gefordert, welche sich aus dem
Verschiebungsgradienten bzw. Deformationsgradienten ergeben. Hier wird unter
Berücksichtigung der im vorangegangenen Abschnitt gewählten Beschreibung der
Elastoplastizität der elastische Anteil des Hencky-Verzerrungstensor εellog ver-
wendet.
2. Einführung der internen Variablen #»κ (n)α : In dieser Arbeit werden lediglich skalar-
wertige interne Variablen κα angenommen. Der Index α läuft von 1 bis N , wobei
N die Anzahl der internen Variablen darstellt. Entsprechend wird beim doppelten
Auftreten von α in einem Term eine Summation bis N vereinbart.
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3. Anwendung des Prinzips der Äquipräsenz: Alle abhängigen Variablen dürfen zu-
nächst von allen unabhängigen Größen, deren Gradienten und den internen Va-
riablen abhängen. Als potentielle Zustandsvariablen werden gewählt:
ZV =
{
εellog, ϑ, gradϑ, κα, εnl, gradεnl
}
. (2.66)









εellog, ϑ, gradϑ, κα, εnl, gradεnl
)
, (2.68)
#»q th = #»q th
(


















εellog, ϑ, gradϑ, κα, εnl, gradεnl
)
. (2.72)
Die internen Variablen κα und die plastische Deformationsrate Dpl folgen aus
zusätzlich zu postulierenden Evolutionsgleichungen.
4. Alle thermomechanischen Prozesse werden untersucht, welche aufgrund der un-
abhängigen Variablen gegeben sind. Mithilfe der Dissipationsungleichung (2.49)
kann abgeleitet werden, ob die funktionellen Abhängigkeiten zur Bestimmung
der abhängigen Variablen zulässig sind. Dies kann zu Einschränkungen des Prin-
zips der Äquipräsenz für bestimmte Größen führen. In der Dissipationsunglei-
chung tritt die materielle Zeitableitung der freien Energie ψ̇ auf. Diese ergibt
unter Berücksichtigung von Gl. (2.67), mit der objektiven Zeitableitung der lo-




















Einsetzen der Beziehungen (2.67)–(2.73) in die Dissipationsungleichung (2.49)
ergibt:(
































#»q th · gradϑ ≥ 0.
(2.74)
Der letzte Term stellt eine rein thermische Dissipation γth dar und muss somit
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#»q th · gradϑ ≥ 0. (2.75)
Weiterhin muss der restliche Teil der Dissipationsungleichung für jeden thermo-
mechanischen Prozess erfüllt sein. Nach Coleman und Gurtin [40] bedeutet dies
die Erfüllung für jede Wahl von D, ϑ̇, gradϑ̇, ε̇nl und gradε̇nl. Aus dem Grenzfall
κ̇α → 0, Dpl → 0 folgen die konstitutiven Beziehungen (Coleman-Beziehungen)















Für eine ausführliche Argumentation und Diskussion sei auf das Lehrbuch von




gefolgert werden, dass die freie Energie ψ sowie die daraus abgeleiteten Größen
σ, # »Mnl, mnl und s nicht vom Temperaturgradienten abhängen dürfen. Die am




εellog, ϑ, κα, εnl, gradεnl
}
(2.81)
5. Zuletzt bleibt die mechanische Dissipation γm bestehen, welche als Anforderung
an die Wahl der Evolutionsgleichungen der internen Variablen κ̇α und den dissi-
pativen Anteil der Deformationsrate Dpl zu verstehen ist:






sind die zu den internen Variablen konjugierten thermodynamischen Kräfte defi-
niert. Die Erfüllung von γm ≥ 0 kann durch verschiedene Ansätze gewährleistet
werden, siehe [153, Abschnitt 21.3]. Die Evolutionsgleichungen der internen Va-
riablen und die plastische Deformationsrate können im Wesentlichen von den
konjugierten thermodynamischen Kräften, der Spannung, den anderen internen
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Mnl,mnl, Kα;ϑ, εnl, κα
)
. (2.85)
Die Evolutionsgleichungen (2.84)–(2.85) werden auch als Fließregeln bezeichnet.
2.5. Wärmeleitungsgleichung
Aus der Energiebilanz (2.44) lässt sich die Wärmeleitungsgleichung ableiten. Die Dar-
stellung erfolgt wiederum in der freien Energie ψ = u−s ϑ, wobei sich die Zeitableitung















ergibt. Sukzessives Einsetzen der Beziehungen (2.76)–(2.82) aus der Coleman-Noll-
Prozedur führt zu
ρṡϑ = −div #»q th + ρ pth + γm. (2.87)
Die zeitliche Änderung der spezifischen Entropie ṡ kann mithilfe der konstitutiven
Beziehung (2.77) ersetzt werden. Unter der Annahme, dass in der freien Energie keine
Koppelterme zwischen Temperatur und mikromorpher Variable bzw. deren Gradient






















Weiterhin werden die Wärmekapazität bei konstanter Dehnung




eingeführt und die Fouriersche Definition für den Wärmestrom in isotropen Stoffen
#»q th = −λth (ϑ, κα) gradϑ (2.91)
angenommen, welche durch λth > 0 die thermische Dissipationsforderung (2.75) erfüllt.
Somit ergibt sich die Wärmeleitungsgleichung zu:







52 2. Thermomechanischer Rahmen der konstitutiven Modellierung
Die zwei letzten Terme der rechten Seite folgen aus der Temperaturabhängigkeit der in-
elastischen Prozesse sowie der Thermoelastizität bzw. der Temperaturabhängigkeit der
elastischen Eigenschaften. Typischerweise beeinflussen inelastische Prozesse die Tem-
peraturentwicklung deutlich stärker als Effekte der Thermoelastizität (Kelvin-Effekt),
welche deshalb nicht weiter betrachtet werden. Als Vereinfachung wird in dieser Arbeit
ein konstanter Wärmeleitkoeffizient λth = const angenommen. Damit ergibt sich die
Wärmeleitungsgleichung zu
ρcεϑ̇ = λth∆xϑ+ p̃ ∀ #»x ∈ B. (2.93)
mit dem formal eingeführten, volumenbezogenen Wärmequellterm
p̃ = γm + ρϑ
∂2ψ
∂ϑ ∂κα
κ̇α + ρ pth
(2.83)= γm + ϑ
∂Kα
∂ϑ
κ̇α + ρ pth. (2.94)
Die Randbedingungen für die Wärmeleitungsgleichung lauten (t > t0) :
ϑ = ϑ̄ ∀ #»x ∈ ∂Bϑ, (2.95)
#»q th · #»n =
#»
q̄ th · #»n ∀ #»x ∈ ∂Bq. (2.96)














Der thermomechanische Rahmen mit allen eingearbeiteten Konkretisierungen ist in
Box 1 als Übersicht dargestellt.
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Box 1. Thermomechanischer Rahmen
• Feldgleichungen, Rand- und Anfangsbedingungen
Freiheitsgrade der Feldgleichungen
FHG = { #»u , ϑ, εnl}
Impulsbilanz
ρ #̇»v = divσ + ρ #»f ∀ #»x ∈ B
#»u = #»ū ∀ #»x ∈ ∂Bu, t > t0; #»n · σ =
#»
t ∀ #»x ∈ ∂Bt, t > t0
#»v ( #»x , t0) = #»v 0 ( #»x , t0) ∀ #»x ∈ B
Wärmeleitungsgleichung
ρcεϑ̇ = λth∆xϑ+ p̃ ∀ #»x ∈ B, p̃ = γm + ϑ
∂Kα
∂ϑ
κ̇α + ρ pth
ϑ = ϑ̄ ∀ #»x ∈ ∂Bϑ, t > t0; #»n · #»q th = #»n ·
#»
q̄ th ∀ #»x ∈ ∂Bq, t > t0
ϑ ( #»x , t0) = ϑ0 ( #»x , t0) ∀ #»x ∈ B
Mikromorphe Bilanzgleichung
div # »Mnl = mnl ∀ #»x ∈ B
εnl = ε̄nl ∀ #»x ∈ ∂Be; #»n ·
# »
Mnl = mc ∀ #»x ∈ ∂Bm
• Kinematik D = Del +Dpl
• Konstitutive Beziehungen, Zustandsvariablen ZV =
{




εellog, ϑ, κα, εnl, gradεnl
)
Spannung und Entropie



































Den Ausgangspunkt der Modellierung hochlegierter TRIP-Stähle in dieser Arbeit bildet
ein druckabhängiges Viskoplastizitätsgesetz, das zur Beschreibung der duktilen Schädi-
gung mit dem empirisch motivierten Ansatz von Seupel und Kuna [190] ergänzt wird.
Dieses Materialmodell beinhaltet drei Bestandteile:
1. ein (Visko-)Plastizitätsmodell zur Beschreibung des ungeschädigten Verformungs-
und Verfestigungsverhaltens,
2. ein Modell für die Initiierung von duktiler Schädigung und
3. eine vollständig an das konstitutive Gesetz gekoppelte Entwicklung der Schädi-
gungsvariable.
Durch eine Modifikation lassen sich zwei schädigungsmechanische Konzepte verfolgen:
• Der erste schädigungsmechanische Ansatz ist durch Porenwachstumsprozesse mo-
tiviert. Hierbei beschreibt das Initiierungskriterium der Schädigung die Porennu-
kleation, welcher ein allmählicher Schädigungsfortschritt folgt.
• Die zweite Herangehensweise beruht auf den in Abschnitt 1.1.6 beschriebenen
Annahmen der empirischen Schädigungsmodelle: Eine makroskopisch wirksame
Schädigung setzt plötzlich ein und führt anschließend schnell zur Nukleation eines
makroskopischen Risses. Dies unterstellt, dass die Nukleation und das Wachstum
der Mikroporen und -risse in TRIP-Stählen bis zum Erreichen eines kritischen
Zustandes praktisch vernachlässigt werden können.
Die Einführung der Modellgleichungen resultiert aus der im thermomechanischen
Rahmen in Box 1 festgelegten Gliederung. Das zunächst ganzheitlich entwickelte ther-
momechanisch gekoppelte, gradientenerweiterte Schädigungsmodell wird im letzten
Abschnitt des Kapitels für die zwei in dieser Arbeit betrachteten Sonderfälle (ther-
momechanische Belastung ohne Schädigung, duktile Schädigung bei konstanter Tem-
peratur) aufbereitet.
3.1. Kinematik
Während der Deformation von hochlegierten TRIP-Stähle überlagern sich die durch
martensitische Phasenumwandlung hervorgerufene PlastizitätDtrip, die umwandlungs-
bedingte VolumenänderungDv und die plastischen Deformationen aufgrund von Gleit-
vorgängen und Porenwachstum Dpl. Die Anteile Dtrip und Dv werden als zusätzliche
Summanden in der additiven Zerlegung der Deformationsrate angenommen:
Del = D −Dpl −Dtrip −Dv. (3.1)
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3.2. Konstitutive Beziehungen
Die Zustandsvariablen werden durch den Satz der internen Variablen
κα = {r, fsb, zε, zϑ, D} (3.2)
konkretisiert:
• r: Verfestigungsvariable (isotrope Verfestigung)
• fsb: Scherbandvolumenanteil
• zε: verformungsinduzierter Martensitvolumenanteil
• zϑ: athermisch bzw. spannungsunterstützt gebildeter Martensitvolumenanteil
• D: isotrope Schädigungsvariable
Ein neuer Ansatz ist die gesonderte Betrachtung von athermisch und verformungs-
induziert gebildeten Martensits. Die Einführung des Scherbandvolumenanteils ist der
angestrebten Beschreibung der verformungsinduzierten Martensitentwicklung mithilfe
des OC-Modells geschuldet. Die Entwicklungsgleichung des gesamten Martensitvolu-
menanteils z lautet
ż = żϑ + żε, (3.3)
wobei z = zϑ + zε ≤ 1 einzuhalten ist.
3.2.1. Zustandspotential





+ ψchem (ϑ, zϑ) + ψϑ (ϑ) + ψnl (εnl, gradεnl) (3.4)
gewählt.









Für den Wärmeausdehnungskoeffizienten αth wird von einem z-unabhängigen Wert
ausgegangen, welcher noch von der Temperatur abhängen darf [76, 166]. Die elasti-
schen Eigenschaften der Einzelphasen werden ebenfalls als vergleichbar und somit als
unabhängig von z angesehen [75]. Die Schädigungsvariable D degradiert die gespei-
cherte elastische Energie. Dieser Ansatz ist direkt aus dem CDM-Konzept entnommen,
siehe [115, 116, 118].
Der mit ψchem gekennzeichnete Anteil enthält die temperaturabhängigen chemischen
Energien der beiden Phasen Austenit und Martensit. Dieser Term wird später für
die Formulierung der athermisch bzw. spannungsunterstützten Martensitentwicklung
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benötigt und ist deshalb durch eine Mischungsregel in alleiniger Abhängigkeit vom
Martensitvolumenanteil zϑ gegeben:
ψchem (ϑ, zϑ) = (1− zϑ)ψa (ϑ) + zϑψm (ϑ) . (3.6)
Der Term ψϑ ergibt sich bei Annahme einer konstanten, in beiden Phasen gleichen









mit der beliebigen Bezugstemperatur ϑ∗.
Der Term ψnl entspricht den mikromorphen Beiträgen. Als dessen Struktur wird die
konventionelle quadratische Form, siehe [63], angenommen:






ε̇l (Dpl) dτ − εnl
)2
+ 12ρ0
Anl gradεnl · gradεnl. (3.8)
Der erste Ausdruck in Gl. (3.8) stellt einen Strafterm dar: Die Differenz zwischen
der mikromorphen Variablen εnl und ihrer lokalen Entsprechung εl erhöht den Anteil
an der freien Energie, welche durch den Parameter Hnl skaliert wird. Die Rate der
lokalen Größe εl wird aus der plastischen DeformationsrateDpl extrahiert. Dabei gehen
Invarianten der Deformationsrate in den Ausdruck ε̇l ein, siehe hierzu Folgeabschnitt
3.3.4. Darin wird gezeigt, dass ε̇l ≥ 0 gilt. Damit ist der Integralausdruck in Gl. (3.8)
eine monoton steigende Größe. Die viskoplastische Deformationsrate ist als Parameter
der freien Energie aufzufassen. Der gradientenabhängige Beitrag in Gl. (3.8) kann durch
die Vorgabe des Parameters Anl beeinflusst werden.
3.2.2. Spannung und Entropie
Die Cauchy-Spannung σ und die Entropie s folgen aus den Coleman-Beziehungen
(2.76) und (2.77):















εellog − αthδ (ϑ− ϑ0)
)




ψa (ϑ) + zϑ
∂
∂ϑ






Zur Berechnung der Cauchy-Spannung (3.9) wird nachfolgend die Annahme Jac ≈ 1
getroffen:
σ = ρ ∂ψ
∂εellog
≡ (1−D) C :
(
εellog − αthδ (ϑ− ϑ0)
)
. (3.11)
Diese Behauptung ist für plastisches Materialverhalten mit Volumenerhalt bei kleinen
elastischen Deformationen annehmbar, wodurch τ = σ gilt. In diese Kategorie fallen
die meisten Modelle der Metallplastizität. Bei der Berücksichtigung von Schädigungs-
58 3. Materialmodelle
prozessen ist diese Annahme nicht mehr zutreffend, z. B. bei Volumenvergrößerung
durch Porenwachstum (Jac > 1, D > 0). Dann haben sowohl die Schädigungsvariable
D als auch Jac einen entfestigenden Einfluss, siehe Gl. (3.9). Um jedoch eine Regula-
risierung unter Verwendung einer einzigen skalarwertigen mikromorphen Variable zu
erreichen, wird der Entfestigungseinfluss allein der Entwicklung von D zugeschrieben.
Die nachfolgend weiterverwendete Spannungs-Dehnungsbeziehung (3.11) besitzt für
Jac 6= 1 keinen hyperelastischen Charakter mehr, sondern erfüllt lediglich die Bedin-
gungen der Cauchy-Elastizität [148].
Die Spannungsbeziehung (3.11) kann alternativ unter Ausnutzung des effektiven
Spannungskonzepts [115, 116] dargestellt werden:
σ̂ = C :
(
εellog − αthδ (ϑ− ϑ0)
)
. (3.12)
Die effektive Spannung ist über
σ̂ = σ1−D (3.13)
definiert. Nachfolgende mit einem Dach ·̂ gekennzeichnete Größen gehen aus der effek-
tiven Spannung σ̂ hervor.
3.2.3. Konsistente Ratenbeziehung
Die konsistente Ratenform des effektiven Spannungstensors (3.12) lautet analog zu























Mithilfe der konstitutiven Beziehung (2.83) auf Seite 50 lassen sich die zu den internen
Variablen konjugierten thermodynamischen Kräfte
Kα = {R,Fsb, Qε, Qϑ, Y }
aus der freien Energie (3.4) gewinnen:
R = ρ∂ψ
∂r
= 0, Fsb = ρ
∂ψ
∂fsb







= ρ (ψm (ϑ)− ψa (ϑ)) = 4ga→mchem (ϑ) , (3.16)








εellog − αthδ (ϑ− ϑ0)
)
. (3.17)
Da keine Beiträge der Verfestigungsvariable r, des Scherbandvolumenanteils fsb und des
verformungsinduzierten Martensits zε in der freien Energie definiert sind, ergeben sich
deren konjugierte thermodynamischen Kräfte R, Fsb sowie Qε zu null. Die Speicherung
von Energie in Versetzungsstrukturen und Martensitkeimen innerhalb von Deforma-
tionsbändern wird damit vernachlässigt. Dieselbe Annahme wird im viskoplastischen
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TRIP-Modell von Prüger et al. [166] getroffen und ist spezifisch für den im Folgenden
eingeführten multiplikativen Viskoplastizitätsansatz, siehe Abschnitt 3.3.1.
Mit 4ga→mchem (ϑ) = 4Ga→mchem/V = ρψm (ϑ) − ρψa (ϑ) ergibt sich die auf das Volumen
bezogene Differenz der Gibbs-Energie, welche die thermodynamische Triebkraft Qϑ
darstellt.
Die zur Schädigung D konjugierte Größe ist die volumenbezogene Energiefreiset-
zungsrate Y . Die Definition entspricht der klassischen Formulierung im Rahmen der
CDM, wobei Y ≤ 0 gilt [117, Abschnitt 7.3.2]. Eine alternative Darstellung von Y
in Spannungsmaßen lässt sich unter Ausnutzung der Spannungs-Dehnungsbeziehung
(3.12) und Jac ≈ 1 gewinnen [118, Abschnitt 1.2.2]:
Y = − 12E
(2
3 (1 + ν) σ̂
2
eq + 3 (1− 2ν) σ̂2h
)
. (3.18)
Hierbei sind σ̂eq und σ̂h die effektive Vergleichsspannung bzw. die effektive hydrostati-
sche Spannung, welche in Abschnitt 3.3.1 genauer definiert werden.
3.2.5. Generalisierte Spannungen
Die generalisierten Spannungen ergeben sich mit den Bestimmungsgleichungen (2.78)






















Hnl (εnl − εl) . (3.20)
Der Integralausdruck in (3.20) soll durch εl gekennzeichnet werden. Die Konkretisierun-
gen (3.19)–(3.20) bringen die mikromorphe Bilanzgleichung (2.33) auf Seite 42 unter
der Annahme Jac = 1 (ρ ≈ ρ0) in die Form
L2nl∆xεnl = εnl − εl ∀ #»x ∈ B, (3.21)





Die Bilanzgleichung (3.21) stimmt mit der impliziten Gradientenformulierung von Peer-
lings et al. [159] überein, vgl. Gl. (1.11) auf Seite 32. Mit der Festlegung trivialer na-
türlicher Randbedingungen mc = 0 auf allen Rändern und Anl ≥ 0 ergeben sich die
ebenfalls von Peerlings et al. [159] vorgeschlagenen Randbedingungen:




Zur Ableitung einer thermodynamisch konsistenten Fließregel für die viskoplastische
Deformationsrate Dpl wird der Ansatz eines Dissipationspotentials verfolgt. Als Aus-
gangspunkt wird das Norton-Gesetz gewählt, welches mit Erfolg zur Modellierung
von TRIP-Stählen verwendet wird [154, 163, 166, 223]. Eine druckabhängige Modifi-
kation des Norton-Dissipationspotentials ist durch
Φ (σ) = (1−D) ε̇0σy
m+ 1






gegeben. Mit ε̇0 und m werden die Bezugsdehnrate und der Norton-Exponent be-
zeichnet. Im Dissipationspotential wird mit einsetzender Schädigung D > 0 sowohl ein
Beitrag der effektiven Vergleichsspannung nach von Mises σ̂eq als auch der effektiven
hydrostatischen Spannung σ̂h angenommen. Zudem bestimmt der Modellparameter q1








definiert, wobei die Invarianten Î1 und Ĵ2 des effektiven Spannungstensors σ̂ eingehen:
Î1 = tr (σ̂) , (3.27)
Ĵ2 =
1
2Ŝ : Ŝ. (3.28)
Der Deviator Ŝ der effektiven Spannung lautet:
Ŝ = σ̂ − σ̂hδ. (3.29)




= ε̇eqN + ε̇hδ. (3.30)
Wie in der vorangegangenen Gleichung angedeutet, kann Dpl in einen deviatorischen




gegeben. Die in Gl. (3.30) eingeführten Größen der plastischen Vergleichsdehnrate ε̇eq
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identifiziert werden. Da verfestigendes Materialverhalten berücksichtigt werden muss,
erfolgt die Annahme des Parameters σy als Funktion einer Verfestigungsvariable r und
des Martensitvolumenanteils z:
σy = σy (r, z, ϑ) . (3.34)
Da der Parameter σy von seiner Dimension her einer Spannung entspricht soll dieser
als Fließspannungsparameters bezeichnet werden.
Zu beachten ist die Einführung der Macauly-Klammer 〈·〉 in den Gleichungen (3.24)
und (3.33):
〈x〉 =
0 x < 0x x ≥ 0. (3.35)
Hierdurch rufen nur hydrostatische Zugzustände σ̂h > 0 volumenändernde, plastische
Deformationen hervor (ε̇h ≥ 0). Unter hydrostatischem Druck oder reiner Schubbelas-
tung werden lediglich gestaltsändernde plastische Deformationen zugelassen.
Im ungeschädigten Fall vereinfachen sich das Dissipationspotential (3.24) und die
Fließregeln (3.30)–(3.32) zum bekannten Norton-Gesetz














3Dpl : Dpl. (3.36)
Dieses stellt nach der Einteilung von Lemaitre und Chaboche [117, Abschnitt 6.4.2] ein
multiplikatives Viskoplastizitätsgesetz mit isotroper Verfestigung durch σy (r, zε, zϑ)
dar. Lemaitre und Chaboche [117] zeigen, dass das Zustandspotential für diese Art
von Viskoplastizität nicht von der Verfestigungsvariable r abhängen darf, um im Fall
des reinen viskoplastischen Fließens die Forderungen der Dissipationsungleichung (2.82)
auf Seite 50 zu erfüllen. Dies begründet die entsprechende Wahl des Zustandspotentials
(3.4) auf Seite 56.
Durch Umstellen nach ε̇0 und Gleichsetzen der Gleichungen (3.32) und (3.33) kann
eine Beziehung zwischen volumetrischer plastischer Rate und Vergleichsdehnrate ge-












definiert ist. Die Beziehung (3.37) wird auch im Modell für duktile Schädigung von
Seupel und Kuna [190] abgeleitet, wobei dort von einer ratenunabhängigen Formulie-
rung unter Verwendung einer elliptischen Fließfunktion ausgegangen wird. Wie von
Seupel und Kuna [190] argumentiert, soll die heuristische Erweiterung des plastischen
Fließens um den Einfluss der hydrostatischen Spannung zur Abbildung von Poren-
wachstumsprozessen dienen, welche sich bei Zugbelastung makroskopisch durch ε̇h > 0
äußern. Cocks [39] gibt für ein Medium, welches sich nach dem Norton-Kriechgesetz
verhält und Mikroporen aufweist, ein mit Gl. (3.24) vergleichbares Dissipationspoten-
tial an. Kuna und Wippler [108] nutzen die analytische Lösung von Cocks [39] für die
Formulierung eines Porenschädigungsmodells, wobei keine isotrope Verfestigung des
Matrixmaterials angenommen wird.
Porenschädigungsmodelle gehen von einer Mikrostruktur aus, welche sich aus einer
volumenerhaltenden, plastisch deformierbaren Matrix und Poren zusammensetzt. Die
Entwicklung der makroskopischen Porosität f ist für das vorliegende Modell bei einer
solchen Mikrostrukturannahme durch
ḟ = (1− f) tr (Dpl) = 3 (1− f) ε̇h
(3.37)= (1− f) q1D 〈h〉 ε̇eq (3.39)
bestimmt, wobei das Porenwachstum aufgrund von Gl. (3.37) linear von der Span-
nungsmehrachsigkeit h abhängt.
Aus mikromechanischen Analysen ist bekannt, dass das Wachstum der Poren bei
hohen Mehrachsigkeiten h eine exponentielle Abhängigkeit von der hydrostatischen
Spannung aufweist [137, 169], wenn ratenunabhängiges Verhalten des Matrixmaterials
angenommen wird. Wie von Besson [18] angemerkt, ist der lineare Zusammenhang
von Spannungsmehrachsigkeit und Porenwachstum zumindest für linear-viskose Medien
korrekt.
3.3.2. Isotrope Verfestigung
Die Entwicklungsgleichung der isotropen Verfestigungsvariable r wird genutzt, um
die lastrichtungsabhängige Verfestigung von TRIP/TWIP-Stählen beschreiben zu kön-
nen. Aus der Literatur ist hingegen die Verwendung J3-abhängiger Fließbedingungen
bzw. Dissipationspotentiale bekannt, um solche Asymmetrieeffekte bei TRIP/TWIP-




3tr (S · S · S) (3.40)
gegeben. Die Bedeutung von J3 lässt sich anhand des Lode-Winkels φ erklären. Dieser
erfasst den Einfluss der Richtung der deviatorischen Spannungen, siehe [153, Abschnitt
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8.1]. Dessen Bestimmungsgleichung lautet



















Die Flexibilität von J3-abhängigen Fließfunktionen zur Modellierung einer Zug-Druck-
Asymmetrie wird durch Konvexitätsanforderungen eingeschränkt, siehe z. B. [184].
Im Anfangsbereich des plastischen Fließens von hochlegierten TRIP-Stählen ist die
Ausprägung der Zug-Druckasymmetrie zu vernachlässigen, siehe Abschnitt 1.1.4 auf
Seite 22. Seupel und Kuna [189] folgern daraus, den Einfluss von J3 in der Fließfunktion
bzw. im viskoplastischen Dissipationspotential zu vernachlässigen und ein assoziiertes
Fließen gemäß der J2-Plastizität beizubehalten. Allein die Entwicklung der Verfesti-
gungsvariablen r soll nichtassoziiert sein und vom Lode-Winkel beeinflusst werden:
ṙ = L (cos 3φ, ϑ, κα) ε̇eq ≥ 0. (3.42)
Zusätzlich werden Abhängigkeiten der asymmetrischen Verfestigung von der Tempera-
tur ϑ und von internen Variablen in Betracht gezogen. Der Faktor L (cos 3φ, ϑ, κα) ist
später so zu wählen, dass die Forderung ṙ ≥ 0 eingehalten wird.
3.3.3. Martensitkinetik und TRIP-Deformationsrate
Die zwei Mechanismen der martensitischen Phasenumwandlung in hochlegierten TRIP-
Stählen werden mit jeweils etablierten Modellen beschrieben: Für die athermische bzw.
spannungsunterstützte Martensitbildung wird ein Umwandlungskriterium vorgeschla-
gen, welches durch die Arbeiten von Hallberg et al. [75], Mahnken und Schneidt [129]
sowie Mahnken et al. [131] motiviert ist. Die verformungsinduzierte Martensitbildung
wird aus Sicht ihres versetzungsbasierten Ursprungs mithilfe einer Modifikation der
etablierten Olson-Cohen-Kinetik integriert.
Hallberg et al. [75] folgend, dient zur Ableitung eines Umwandlungskriteriums die
Auswertung der Dissipationsungleichung (2.82) für das bisher konkretisierte Modell:
γm
(3.1)= σ : Dpl + σ : Dtrip + σ : Dv −Kακ̇α
(3.15)−(3.17)= σ : Dpl + σ : Dtrip + σ : Dv −Qϑżϑ − Y Ḋ. (3.43)
Für die Deformationsraten Dtrip und Dv werden Entwicklungsgleichungen der Form
Dtrip = Dϑtrip +Dεtrip = htripżϑ + htripżε, (3.44)
Dv = hvżϑ (3.45)
mit
htrip = htrip (σ, Qϑ;ϑ, zϑ, zε) , tr (htrip) = 0 (3.46)
hv = hv (σ, Qϑ;ϑ, zϑ, zε) δ (3.47)
unterstellt. Nur die athermische Martensitbildung führt bei dieser Formulierung zu ei-
ner volumetrischen Umwandlungsdehnung, was nachfolgend einer Diskussion und Be-
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gründung bedarf.
Spannungsunterstützte und athermische Martensitbildung
Einsetzen der Entwicklungsgleichungen (3.44) und (3.45) in die Dissipationsunglei-
chung (3.43) liefert
γm = σ : Dpl + σ : htripżε + (σ : htrip + σ : hv −Qϑ) żϑ︸ ︷︷ ︸
γtrip
−Y Ḋ, (3.48)
wobei die auftretende Dissipationsleistung aufgrund von athermischer Martensitent-
wicklung
γtrip = Zżϑ ≥ 0, Z = σ : htrip + σ : hv −Qϑ (3.49)
in Übereinstimmung mit der Argumentation von Hallberg et al. [75] separiert werden
kann. Darin ist Z die kombinierte Triebkraft aus thermodynamischen und mechani-
schen Beiträgen. Zur Erfüllung der Forderung γtrip ≥ 0 werden Entwicklungsgleichun-
gen für żϑ, Dϑtrip und Dv mithilfe des Postulats der maximalen Dissipation unter der
Nebenbedingung
ytr (σ, Qϑ;ϑ, κα) ≤ 0 (3.50)
abgeleitet, wobei ytr die Umwandlungsfunktion darstellt. Das genaue Vorgehen wird in
Anhang A.2 erläutert.
Mit der Wahl
ytr (σ, Qϑ;ϑ, z,D) =
1
2 (1−D)kgj ϕ
′σ2eq +4vσh −Qϑ (ϑ)− T̄ (z) (3.51)

































= 134vδżϑ = hvżϑ (3.54)
mit dem Lagrange-Multiplikator Λ̇ϑ und unter Beachtung der Kuhn-Tucker-Be-
dingungen (Optimalitätsbedingungen)
ytr ≤ 0, Λ̇ϑ ≥ 0, Λ̇ϑ ytr = 0. (3.55)
Die heuristische Funktion ϕ (z) wird Mahnken et al. [130] folgend als
ϕ (z) = (2− z) z, ϕ′ = dϕ (z)dz = 2 (1− z) ≥ 0 (3.56)
festgelegt. Mit T̄ (z) wird eine zusätzliche Transformationsbarriere eingeführt.
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Der Lagrange-Multiplikator Λ̇ϑ kann mit Gl. (3.52) direkt als Rate des athermisch
gebildeten Martensitvolumenanteils identifiziert werden. Der spannungsabhängige Bei-
trag zur Triebkraft im Umwandlungskriterium (3.51) beschreibt einen Rotationspa-
raboloiden im Spannungsraum. Der deviatorische Spannungsterm wird ebenfalls im
Umwandlungskriterium von Mahnken und Schneidt [129] sowie Mahnken et al. [131]
verwendet. Dieser führt nach Auswertung der Entwicklungsgleichungen für Dϑtrip zum
literaturbekannten Ansatz, siehe Abschnitt 1.1.2. Weiterhin ergibt sich die umwand-
lungsbedingte Volumendehnung Dv, wie diese ebenfalls in der Literatur verwendet
wird. Die hydrostatische Spannung als Teil der Triebkraft wird in den Arbeiten von
Mahnken und Schneidt [129] und Mahnken et al. [131] nicht beachtet. Da der hydro-
statische Spannungszustand die umwandlungsbedingte Volumänderung und somit die
Martensitbildung beeinflusst, scheint eine Berücksichtigung indes als notwendig.








żϑ ≥ 0, (3.57)
d. h. durch żϑ ≥ 0, σeq ≥ 0, T̄ ≥ 0 und ϕ′ ≥ 0 ist das Modell bei reiner athermischer
oder spannungsunterstützter Phasentransformation (D = Ḋ = 0, ε̇eq = 0, żε = 0)
thermodynamisch konsistent.
Durch die spezielle Wahl der chemischen Triebkraft als lineare Funktion der Tempe-





T̄ (z) = − 1
kσ
ln (1− z) , (3.59)
kann die empirische Martensitkinetik bei reiner Unterkühlung nach Koistinen und Mar-
burger [101] dargestellt werden. Der Parameter kσ gewichtet den spannungsabhängigen
Term in Gl. (3.51) und verliert seinen Einfluss bei reiner Unterkühlung.
Verformungsinduzierte Martensitbildung
Nach Olson und Cohen [150] bilden Deformations- bzw. Scherbänder und deren Kreu-
zungspunkte jene Gitterstörungen, an denen die Martensitkeime bevorzugt entstehen.
Die Scherbandbildungrate wird proportional zur Rate der makroskopischen plastischen
Vergleichsdehnung ε̇eq angesetzt:
ḟsb = αoc (1− fsb) ε̇eq. (3.60)
Darin ist der Modellparameter αoc enthalten, welcher den Einfluss der temperaturab-
hängigen Stapelfehlerenergie beinhaltet [196].
Ausgehend von den Keimen an den exponierten Gitterstörungen folgt ein Wachstum
des Martensits. Die Martensitevolution nach Olson und Cohen [150] berücksichtigt die
Notwendigkeit von Gitterstörungen durch den Ansatz
żε = (1− zε) βoc noc f (noc−1)sb ḟsb. (3.61)
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Der Parameter βoc umfasst die Wahrscheinlichkeit, ob ein Martensitkeim an einer Git-
terstörung gebildet wird. Weiterhin bestimmt βoc den asymptotisch erreichbaren Mar-
tensitvolumenanteil. Die Anzahl von Kreuzungspunkten wird durch noc beeinflusst.
Für konstante Parameter αoc, βoc und noc kann die integrale Beziehung (1.7) berech-
net werden. Für die verformungsinduzierte Martensitbildung spielen allerdings Tempe-
ratur und Spannungszustand eine entscheidende Rolle, wie in Abschnitt 1.1.3 beschrie-
ben. In der Erweiterung des OC-Modells durch Iwamoto et al. [86] wird ein Einfluss
des Spannungszustandes, genauer der Mehrachsigkeit h, auf die Modellparameter αoc
und βoc vorgeschlagen. Im Modell von Beese und Mohr [14] geht ebenfalls die Mehr-
achsigkeit in die Entsprechungen zu αoc und βoc ein. Seupel und Kuna [189] greifen die
genannten Vorschläge zur Modellierung der unterschiedlichen Martensitevolution bei
Zug- und Druckversuchen hochlegierter TRIP-Stähle auf und verwenden empirische
Gleichungen der Form
αoc (h, ϑ) = αt (ϑ)αh (h) , (3.62)
βoc (h, ϑ) = βt (ϑ) βh (h) . (3.63)
Diese werden in der vorliegenden Arbeit übernommen.
Zusammenfassung der Martensitkinetik und TRIP-Kinematik
Die Entwicklungsgleichung des gesamten Martensitvolumenanteils nach Gl. (3.3) kann
mit dem verformungsinduzierten Beitrag (3.61) als
ż = (1− z) βoc noc f (noc−1)sb ḟsb + żϑ (3.64)
geschrieben werden, wobei der Vorfaktor (1− zε) aus Gl. (3.61) durch (1− z) ersetzt
wird. Die Formulierung der α′-Martensitkinetik (3.64) genügt somit den Anforderungen
ż ≥ 0 und 0 ≤ z < 1.









′Ŝż = kgj σ̂eqϕ′N ż. (3.66)




Folgende Überlegungen dienen zur Rechtfertigung dieser Annahme: Bei der Simulation
von Wärmebehandlungsvorgängen, siehe [64, 129–131], sind die Deformationen auf-
grund der Phasenumwandlung signifikant. Alle Anteile müssen hier beachtet werden.
Bei verformungsinduzierter Martensitbildung sind die transformationsinduzierten Vo-
lumendehnungen gegenüber den inelastischen Gesamtdeformationen vernachlässigbar
klein. Zudem führt die zusätzliche Einführung eines volumetrischen Dehnbetrags für
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die verformungsinduzierte Martensitentwicklung zur partiellen Verletzung der thermo-
dynamischen Konsistenz, wie von Prüger et al. [166] gezeigt. Mahnken und Schneidt
[129] und Mahnken et al. [131] stoßen auf ähnliche Probleme bezüglich der thermody-
namischen Konsistenz, da die Volumendehnung Dv in deren Arbeiten nicht zur Um-
wandlungsbedingung assoziiert ist.
3.3.4. Schädigungsentwicklung
Das in dieser Arbeit adaptierte Modell von Seupel und Kuna [190] definiert eine lokale,
dehnungsartige Triebgröße der Schädigung ε̇l (Dpl). Der Beitrag eines Materialpunkts
setzt erst ein, wenn dort das Initiierungskriterium ω ≥ ωc erfüllt ist. Solange ω < ωc
für alle materiellen Punkte gilt, erfolgt keine Schädigung. Die Triebgröße der Schä-
digung εl ist eine monoton steigende, nach oben unbeschränkte Variable. Dies gilt
entsprechend für deren mikromorphes bzw. nichtlokales Pendant εnl. Nur in Sonder-
fällen kann εnl rückläufig sein, z. B. bei Verwendung von Neuvernetzungsalgorithmen
[140] oder Elementlöschung bei totalem Materialausfall [185] im Rahmen einer FEM-
Implementierung. Bei der Entfernung von Materie durch diese Methoden kann es zu
einer Umverteilung der nichtlokalen Variable aufgrund des diffusiven Charakters der
mikromorphen Feldgleichung kommen. Um einen pathologischen Rückgang der Schädi-
gung zu vermeiden, ist als notwendiger Zwischenschritt eine Hilfsvariable κ einzuführen,
welche durch die Kuhn-Tucker-Bedingungen
κ̇ ≥ 0, κ̇ (εnl − κ) = 0, εnl − κ ≤ 0 (3.68)
gegeben ist [140]. Die Entwicklung der isotropen Schädigungsvariable D wird von der
nichtlokalen Größe κ abhängig gemacht, um den Verlust der Elliptizität des Randwert-
problems bei Entfestigung zu vermeiden:
Ḋ = Ḋ (κ̇, κ,D) . (3.69)
Aufgrund des monotonen, unbeschränkten Wachstums von κ ist gesichert, dass ein
vollständig geschädigter Zustand D = 1 erreicht werden kann.
Seupel und Kuna [190] folgend wird die Rate der lokalen Triebgröße für Schädigung
als Linearkombination aus plastischer Vergleichsdehnrate und volumetrischer plasti-
scher Dehnrate angenommen
ε̇l =
0, ω (σ, κα, ϑ) < ωcq2ε̇eq + ε̇h (3.37)= (q2 + q1D〈h〉3 ) ε̇eq, ω (σ, κα, ϑ) ≥ ωc. (3.70)
Für diesen einfachen, rein dehnungsbasierten Ansatz besteht ein Einfluss der Mehr-
achsigkeit h auf die Triebgröße der Schädigungsentwicklung, welche in ähnlicher Weise
von Mediavilla et al. [139] vorgeschlagen wird. Im vorliegenden Modell entstammt der
Term in Abhängigkeit von h direkt der volumetrischen plastischen Dehnung und kann
entsprechend Porenwachstumsprozessen zugeschrieben werden. Dies ist bei Mediavilla
et al. [139] nicht der Fall, da dort lediglich ein J2-abhängiges Fließen betrachtet wird.
Die Entwicklungsgleichung der Porosität (3.39) auf Seite 62 motiviert eine Schädi-
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gungsevolution der Art
Ḋ = 3 (1−D) κ̇
εc






welche die Anfangsschädigung D0  1 und den Parameter εc enthält.
Mit der speziellen Wahl q1 > 0, q2 = 0, εc = 1 und D0 > 0 sowie initialer Erfüllung
des Kriteriums für Schädigungsinitiierung ω (t = t0) = ωc entspricht die Schädigungsva-
riable D gerade der Porosität f . Die Triebgröße der Schädigung stellt hierfür eine nicht-
lokale volumetrische Dehnung analog zur nichtlokalen Erweiterung des GTN-Modells
nach Linse et al. [123] dar. Für q2 > 0 wird hingegen immer Schädigung mit plastischer
Deformation entwickelt, welche anschließend den Einfluss der Mehrachsigkeit h auslöst.
Damit kann Versagen auch unter reiner Schubbelastung stattfinden.
Die Schädigungsentwicklung umfasst sechs Modellparameter:
• q1 und D0: Einfluss der hydrostatischen Spannung auf plastisches Fließen und
Schädigungsentwicklung
• q2: Gewichtung der Schädigungsmechanismen (scherdominiert oder porenwachs-
tumsdominiert)
• εc: Modifikation der Schädigungsrate
• Lnl: interne Länge
Schädigungsindikator
Zusätzlich ist eine Funktion für den Schädigungsindikator ω anzugeben, wobei aus
der Vielzahl von möglichen Ansätzen zwei typische Vertreter zur Veranschaulichung
genannt werden sollen.
Von Defaisse et al. [44] wird eine integrale Darstellung zur Erfassung der Lastge-
schichte vorgeschlagen:
ω (σ, εeq) =
∫ εeq(t)
0
Ω (σ) dεeq. (3.72)
Darin gilt für den spannungsabhängigen Kern Ω (σ) ≥ 0. Dies sichert ein monotones
Wachstum des Indikators ω bis zum kritischen Wert ωc, welcher mit ωc = 1 festgelegt
wird. Der Ansatz (3.72) eignet sich für monotone und zyklische Belastungen aufgrund
des akkumulierenden Charakters.
Alternativ kann ein spannungsbasierter Indikator für vornehmlich monotone Bean-
spruchung definiert werden:






, ωc = 1. (3.73)
Darin stellt σ (σ) ein Vergleichsspannungsmaß dar und σc die werkstoffspezifische Be-
anspruchbarkeit.
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Behandlung von totalem Materialversagen
Die Schädigungsvariable geht im Grenzfall gegen eins. Dieser Zustand ist numerisch
problematisch. Deshalb wird eine Modifikation der Entwicklungsgleichung in der Nähe
der totalen Schädigung (D ≥ Dc) eingeführt [189]:







D̄, D̄ < DcDmax (1− exp (−a∗ (κ− κ∗))) , D̄ ≥ Dc. (3.75)
Die Schädigung strebt somit gegen den Grenzwert Dmax < 1. Durch die Wahl der



























, D̄ < Dc
Dmaxa
∗ exp (−a∗ (κ− κ∗)) κ̇, D̄ ≥ Dc.
(3.78)
Die numerischen Parameter werden zu Dc = 0.995 und Dmax = 0.999 vorgeschrieben.
Bei totaler Entfestigung setzt die Nukleation eines makroskopischen Risses ein. Ge-
wünscht ist bei Rissbildung und -wachstum die Lokalisierung der totalen Schädigung
als Approximation der Diskontinuität des Risses. Für ein implizit gradientenerweitertes
Modell mit dehnungsartiger Triebgröße der Schädigung zeigen Geers et al. [68] unphy-
sikalische Ausbreitungsphänome der Schädigungszone: Der vorhergesagte Riss wächst
ebenfalls senkrecht zur Rissausbreitungsrichtung. Unbelastete bzw. elastisch entlas-
tende Materialbereiche an den Rissufern erfahren eine totale Schädigung durch die
ungehinderte „Diffusion“ der Schädigungszone. Typischerweise müssten im Bereich der
Rissbildung neue Flächen entstehen, mit trivialen natürlichen Randbedingungen für
die Feldgleichung der nichtlokalen Variablen sowie für die Schnittspannung [160]. Dies
kann durch Neuvernetzungsalgorithmen realisiert werden, wie von Mediavilla et al.
[140] gezeigt. Eine grobe Methode stellt das Löschen von entsprechend total geschä-
digten Elementen dar, wie von Peerlings [158] und Seupel et al. [185] angewendet.
Aufgrund der Sprünge in den Randbedingungen können sich numerische Probleme er-
geben, da die Lösungsmethoden (z. B. das Newton-Verfahren) eine gewisse Glattheit
der Lösung erfordern [82]. Weitere Behandlungsstrategien werden in [68, 180, 206] dis-
kutiert. Um die pathologische Verbreiterung der Schädigungszone einzugrenzen, wird
in der vorliegenden Arbeit beim Erreichen von Dc am Materialpunkt der Beitrag zur
lokalen Triebgröße der Schädigung abgeschaltet, d. h. ε̇l = 0. In [190] konnte gezeigt




Die mechanische Dissipationsleistung (2.82) auf Seite 50 kann für das vorgeschlagene
viskoplastische Schädigungsmodell unter Berücksichtigung martensitischer Phasenum-
wandlungsprozesse wie folgt ausgewertet werden:
γm
(3.1)= σ : Dpl + σ : Dtrip + σ : Dv −Kακ̇α
(3.15)−(3.17)= σ : Dpl + σ : htripż + σ : hvżϑ −Qϑżϑ − Y Ḋ







ż − 12 żϑ
)







ε̇eq, ε̇h, ż, żϑ, Ḋ
}
sind größer oder gleich null durch deren
eingeführte Entwicklungsgleichungen.
Die viskoplastische Dissipationsleistung γvpl ist immer größer oder gleich null, da
für die Vergleichsspannung σeq ≥ 0 gilt und die volumetrische plastische Rate ε̇h ver-
schwindet, sobald negative hydrostatische Spannungen σh < 0 auftreten.
Die mit den Umwandlungsprozessen assoziierte Dissipationsleistung γtrip setzt sich
aus einem mechanischen Anteil und der Transformationsbarriere (T̄ ≥ 0) zusammen.
Letztgenannter Beitrag bildet die latente Wärme bei athermischer und spannungs-
unterstützter Phasentransformation. Der Term mit dem quadratischen Einfluss der
Vergleichsspannung ist immer positiv oder null. Bei rein verformungsinduzierter Mar-
tensitbildung liefert allein dieser Term einen Beitrag zur Dissipation, wobei gleichzeitig
γvpl > 0 vorliegt.
Die Dissipation durch Schädigung γdam ist immer positiv, da −Y ≥ 0.
Da alle Einzelmechanismen die Forderungen γvpl ≥ 0, γtrip ≥ 0 und γdam ≥ 0 erfüllen,
ist die thermodynamische Konsistenz des Gesamtmodells gegeben.
3.5. Spezifizierung der Wärmeleitungsgleichung
Für die Wärmeleitungsgleichung (2.93) auf Seite 52 lässt sich mithilfe der mechani-
schen Dissipationsleistung (3.79) und den thermodynamischen Kräften Qϑ sowie Y der
eingeführte Quellterm p̃ (2.94) angeben:












Ḋ + ρ pth. (3.80)
Die zusätzliche massenbezogene Wärmequelle pth wird nachfolgend nicht berücksich-
tigt, d. h. pth = 0.
3.6. Auswahl von Sonderfällen
Das in den vorangegangenen Abschnitten eingeführte viskoplastische Materialmodell ist
im Rahmen eines Dreifeldproblems aufgestellt, siehe Box 1 auf Seite 53. Im Folgenden
werden zwei Sonderfälle eingehender untersucht:
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1. thermomechanisch gekoppeltes Modell ohne Schädigung (Box 2)
2. Mikromorphe Schädigung bei isothermen Bedingungen (Box 3)
Bei der Ableitung der Sonderfälle treten Vereinfachungen auf, welche nachfolgend kurz
erläutert werden sollen.
3.6.1. Thermomechanisch gekoppeltes Modell
Für diesen Fall entfällt die mikromorphe Bilanzgleichung sowie die Schädigungsent-
wicklung. Die effektive Spannung σ̂ entspricht gerade der Nettospannung σ. Weiterhin
kann das viskoplastische Dissipationspotential vereinfacht werden, wie in Gl. (3.36)
auf Seite 61 aufgeschlüsselt. In Box 2 sind die für eine Implementierung notwendigen
Gleichungen zusammengestellt.
3.6.2. Mikromorphes Schädigungsmodell
Die Ratenform der Spannungs-Dehnungsbeziehung wird in der effektiven Spannung σ̂
ausgewertet. Anschließend kann die Nettospannung σ durch Anwendung des effektiven
Spannungskonzepts berechnet werden. Die schädigungsmechanischen Untersuchungen
erfolgen bei konstanter Temperatur, d. h. die Temperatur wird als Parameter ϑ̄ be-
handelt. Voraussetzung für die Vernachlässigung der Temperaturabhängigkeit ist ei-
ne quasi-statische Belastung. Zudem wird davon ausgegangen, dass zur Schädigungs-
und Rissbildung große plastische Deformationen notwendig sind und somit vorrangig
verformungsinduzierter Martensit gebildet wird. Die spannungsabhängigen Terme in
der Bedingung für athermische Martensitbildung entfallen deshalb. Der athermische





Temperaturparameters berechnet. Um instabiles Risswachstum numerisch behandeln
zu können, wird trotz quasi-statischer Lasteinleitung die Bewegungsgleichung gelöst. In
Box 3 sind die in der Implementierung berücksichtigten Gleichungen zusammengestellt.
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Box 2. Feldgleichungen und Materialmodell für thermomechanische Kopplung
• Feldgleichungen, Rand- und Anfangsbedingungen
Freiheitsgrade der Feldgleichungen
FHG = { #»u , ϑ}
Impulsbilanz
#»0 = divσ ∀ #»x ∈ B
#»u = #»ū ∀ #»x ∈ ∂Bu, t > t0; σ · #»n =
#»
t ∀ #»x ∈ ∂Bt, t > t0
Wärmeleitungsgleichung




ϑ = ϑ̄ ∀ #»x ∈ ∂Bϑ, t > t0; #»q th · #»n =
#»
q̄ th · #»n ∀ #»x ∈ ∂Bq, t > t0
ϑ ( #»x , t0) = ϑ0 ( #»x , t0) ∀ #»x ∈ B
• Kinematik
D = Del +Dpl +Dtrip +Dv
• Konstitutive Beziehungen, Zustandsvariablen ZV =
{
εellog, ϑ, r, fsb, z, zϑ
}









#»q th = −λthgradϑ
• Dissipationspotential und Umwandlungsbedingung
Viskoplastisches Dissipationspotential Umwandlungsbedingung






ytr (σ, Qϑ) =
1
2kgj ϕ






żϑ ≥ 0, żϑytr = 0, ytr ≤ 0
• Fließregeln






ṙ = L (cos 3φ, ϑ, κα) ε̇eq ḟsb = αoc (1− fsb) ε̇eq
ż = (1− z)βoc noc f (noc−1)sb ḟsb + żϑ
• Mechanische Dissipation
γm = σeqε̇eq + σ2eqkgjϕ′
(
ż − 12 żϑ
)
+ T̄ żϑ ≥ 0
• Abhängigkeiten der Materialparameter von Zustandsvariablen und Spannungszustand
σy = σy (r, z, ϑ) , αoc = αt (ϑ)αh (h) , βoc = βt (ϑ)βh (h)
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Box 3. Feldgleichungen und Materialmodell für mikromorphe Schädigung
• Feldgleichungen, Rand- und Anfangsbedingungen
Freiheitsgrade der Feldgleichungen
FHG = { #»u , εnl}
Impulsbilanz
ρ #̇»v = divσ ∀ #»x ∈ B
#»u = #»ū ∀ #»x ∈ ∂Bu, t > t0; σ · #»n =
#»
t ∀ #»x ∈ ∂Bt, t > t0
#»v ( #»x , t0) = #»v 0 ( #»x , t0) ∀ #»x ∈ B
Mikromorphe Bilanzgleichung
L2nl∆xεnl = −p̃ ∀ #»x ∈ B, p̃ = −εnl + εl
gradεnl · #»n = 0 ∀ #»x ∈ ∂B
• Kinematik
D = Del +Dpl +Dtrip
• Konstitutive Beziehungen, Zustandsvariablen ZV =
{
εellog, D, r, fsb, z, εnl, gradεnl; ϑ̄
}

σ̂ = C : Del, σ = (1−D) σ̂
Y = − 12E
(
2
3 (1 + ν) σ̂
2
eq + 3 (1− 2ν) σ̂2h
)
• Dissipationspotential und plastische Deformationsraten
Φ (σ) = (1−D) ε̇0σy
m+ 1
(










































κ̇ ≥ 0, κ̇ (εnl − κ) = 0, εnl − κ ≤ 0







D̄, D̄ < Dc
Dmax (1− exp (−a∗ (κ− κ∗))) , D̄ ≥ Dc






cos 3φ, κα; ϑ̄
)
ε̇eq ḟsb = αoc (1− fsb) ε̇eq
ż = (1− z)βoc noc f (noc−1)sb ḟsb
• Mechanische Dissipation
γm = σeqε̇eq + 3σhε̇h + (1−D) σ̂2eqkgjϕ′ż − Y Ḋ ≥ 0
















4. Numerische Behandlung der
Materialmodelle
Zur numerischen Lösung der nachfolgenden Randwertprobleme wird die Finite Elemen-
te Methode (FEM) genutzt. Auf eine ausführliche Darstellung der FEM-Grundlagen
wird verzichtet, da sich die nachfolgenden Betrachtungen auf die numerische Behand-
lung der eingeführten Materialgesetze fokussieren. In dieser Arbeit wird das kommer-
zielle Programmpaket ABAQUS/Std. (Version 6.14, siehe [3]) verwendet. ABAQUS
ermöglicht die Lösung der betrachteten physikalisch und geometrisch nichtlinearen,
thermomechanisch gekoppelten Problemstellungen. Die in dieser Arbeit entwickelten
konstitutiven Beziehungen und deren numerische Lösung werden als Materialroutine
innerhalb der ABAQUS-Schnittstelle UMAT implementiert. Diese Schnittstelle muss
für thermomechanisch gekoppelte Probleme die Cauchy-Spannung σ und die Wär-
mequelle p̃ für einen gegebenen Zustand (Deformation, Temperatur) liefern. Weiter-
hin werden die Ableitungen von Spannung und Wärmequelle nach den Eingangsgrö-
ßen (Verzerrungsinkrement und Temperaturinkrement) benötigt. Diese Ableitungen
hängen vom verwendeten Lösungsalgorithmus der Materialgleichungen ab und werden
deshalb auch als konsistente Materialtangenten bezeichnet, siehe [192, Kapitel 3]. De-
ren korrekte Berechnung sichert die quadratische Konvergenz des Newton-Verfahrens
ab, welches zur Lösung des aus der FEM-Diskretisierung hervorgehenden, nichtlinea-
ren Gleichungssystems verwendet wird, siehe [192, Abschnitt 4.5]. Im Folgenden wer-
den die numerische Berechnung der Spannung und Wärmequelle sowie die Ableitung
der konsistenten Materialtangenten für die einzelnen Materialmodelle im Rahmen der
ABAQUS-Schnittstelle UMAT angegeben.
4.1. Modellübergreifende Konzepte
4.1.1. Integration hypoelastischer Materialgesetze
Die Grundlage zur Zeitintegration hypoelastischer Materialgesetze bildet ein objektiver
Algorithmus, welcher auf dem Konzept einer mitrotierten Konfiguration basiert, siehe
[192, Abschnitt 8.3]. Dahinter steht die Idee, dass sich in der mitrotierten Konfigura-
tion gerade die materielle Zeitableitung der Cauchy-Spannung einstellt. Die Drehung
der effektiven Cauchy-Spannung aus der Momentankonfiguration in die mitrotierte
Konfiguration ergibt
˜̂σ = QT · σ̂ ·Q. (4.1)
Der Drehtensor folgt aus der Evolutionsgleichung
Q̇ = Ωgen ·Q, (4.2)
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Q (t = t0) = δ, (4.3)
für den schiefsymmetrischen generierenden Tensor Ωgen. Für die materielle Zeitablei-
tung der Cauchy-Spannung im mitrotierten Rahmen (4.1) folgt damit
D
Dt
˜̂σ = QT · ◦σ̂ ·Q, (4.4)
also die gedrehte objektive Zeitableitung der Spannung
◦
σ̂ unter Verwendung des belie-
bigen schiefsymmetrischen Generators Ωgen. Bei Wahl des logarithmischen Spintensors










˜̂σ = C : (D̃el − αinstδϑ̇) (4.5)
in der mitrotierten Konfiguration unter Ausnutzung der Isotropie des Elastizitätsten-
sors C bei gleichzeitiger Definition von
D̃el = QT ·Del ·Q. (4.6)
Die Beziehung im mitrotierten Rahmen (4.5) kann anschließend numerisch integriert
werden. Die Integration erfolgt vom bekannten Zeitpunkt n zu n+1 mit der Zeitschritt-
weite ∆t. Von Simo und Hughes [192, Abschnitt 8.3.1] wird eine verallgemeinerte Mit-
telpunktsregel vorgeschlagen (0 ≤ α ≤ 1):
˜̂σn+1 = ˜̂σn + C : (∆tD̃eln+α − αn+αinst δ∆ϑ) . (4.7)
Die Zeitableitung der Temperatur wird dabei über
ϑ̇ = ∆ϑ∆t (4.8)
approximiert. Für die weitere Berechnung wird die Spannung σ̂n+1 in der aktuellen
Konfiguration benötigt. Diese kann durch Ausnutzung der Beziehungen (4.1) und (4.6)
gefunden werden:


















Für die Wahl des impliziten Euler-Verfahrens (α = 1) folgt:
σ̂n+1 = ω · σ̂n · ωT + C :
(
∆tDn+1el − αn+1inst δ∆ϑ
)
, (4.10)
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mit dem inkrementellen Drehtensor
ω ≡ Qn+1 · (Qn)T. (4.11)
Somit gilt unter Berücksichtigung der additiven Zerlegung der Deformationsrate:
∆tDn+1el = ∆tDn+1 −∆tDn+1pl . (4.12)
Schließlich wird der Drehtensor Qn+1 aus der Lösung des Anfangswertproblems (4.2)–
(4.3) benötigt. Eine elegante Möglichkeit zur Integration bietet die Verwendung der
Exponentialfunktion für Matrizen, siehe [226]. Dieser Ansatz liefert direkt





Für die Berechnung von Ωn+1log sind die Gleichungen (2.59)–(2.65) mit den folgenden Ap-





























Die Deformationsgradienten F n und F n+1 sind gegebene Größen, welche an die Schnitt-
stelle UMAT übergeben werden. Weiterhin werden die inkrementell gedrehte Spannung
σrot = ω · σn · ωT, (4.16)
das durch Gl. (4.12) motivierte Verzerrungsinkrement
∆E = ∆tDn+1 (4.17)
und die neue Temperatur ϑn+1 = ϑn+∆ϑ bzw. das Temperaturinkrement ∆ϑ definiert.
Die effektive rotierte Spannung σ̂rot ist mit
σ̂rot = ω · σ̂n · ωT = σ
rot
1−Dn (4.18)
gegeben. Analog zum Verzerrungsinkrement ∆E können elastische und plastische Ver-
zerrungsinkremente eingeführt werden:
∆Eel = ∆tDn+1el , ∆Epl = ∆tDn+1pl . (4.19)
Es ist zu beachten, dass die gedrehte Spannung σrot durch ω von ∆E abhängt, siehe
Gl. (2.60) auf Seite 48. Für N log = 0 degeneriert die logarithmische Spannungsrate
zur Jaumann-Rate, für welche ω nicht mehr von ∆E beeinflusst wird. Zum Tragen
kommt die Abhängigkeit σrot = σrot (∆E) bei der Berechnung der konsistenten Mate-
rialtangente.
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Mit den Definitionen (4.16)–(4.19) kann die neue effektive Spannung (4.10) als
σ̂n+1 = σ̂rot (∆E) + C :
(
∆E −∆Epl − αn+1inst δ∆ϑ
)
(4.20)
geschrieben werden. Mit αn+1inst soll kenntlich bleiben, dass der instantane Ausdehnungs-
koeffizient von der Temperatur abhängen kann. Analog zur numerischen Integration
der logarithmischen Spannungsrate ergibt sich konsistent die Hencky-Verzerrung:
εn+1log = ω · εnlog · ωT︸ ︷︷ ︸
εrotlog
+∆E. (4.21)
Im Folgenden wird die Darstellung der Determinante des Deformationsgradienten Jn+1ac
in Abhängigkeit des Verzerrungsinkrementes ∆E benötigt. Dafür wird die Gl. (2.16)
für J̇ac unter Einsatz der diskretisierten Form der Deformationsrate Dn+1, Gl. (4.15),
analytisch integriert:






= Jnac exp (δ : ∆E) . (4.22)
4.1.2. Implementierung in ABAQUS
Zur numerischen und programmiertechnischen Behandlung von Materialgesetzen bie-
tet sich die Überführung der Tensornotation in eine algebraische Matrix-Vektorschreib-
weise an (Voigt-Notation). Die Voigt-Notation eines Tensors wird mit Unterstrichen
hervorgehoben. Symmetrische Tensoren zweiter Stufe A = AT werden als algebraische
Vektoren dargestellt und mit einem Unterstrich A gekennzeichnet. Im dreidimensio-




σ11 σ22 σ33 σ12 σ13 σ23
]
(4.23)
oder die Vektorform des in Gl. (4.17) definierten Verzerrungsinkrements
∆ET =
[
E11 E22 E33 E12 E13 E23
]
. (4.24)
Die Reihenfolge der Komponenten der Tensoren in den entsprechenden Vektoren ori-
entiert sich an den Konventionen des FE-Programms ABAQUS.
Matrizen werden mit zwei Unterstrichen A markiert. Der isotrope Steifigkeitstensor
vierter Stufe C nach Gl. (2.52) ergibt eine symmetrische (6× 6)-Matrix:
C =





3G 0 0 0




3G 0 0 0




3G 0 0 0
0 0 0 2G 0 0
0 0 0 0 2G 0
0 0 0 0 0 2G

. (4.25)
Die algorithmische Aktualisierung des Spannungstensors nach Gl. (4.20) lautet mit den
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Darstellungen in Voigt-Notation (4.23)–(4.25)
σ̂n+1 = σ̂rot (∆E) + C ·
(
∆E −∆Epl − αn+1inst δ∆ϑ
)
. (4.26)
Der Punkt (·) symbolisiert in der Voigt-Notation eine Multiplikation von Matrizen
nach dem Falkschen Schema, siehe [141, S. 52]. Spezielle Darstellungen von Span-
nungsinvarianten und deren Ableitung in Voigt-Notation sind in Anhang A.3 zusam-
mengefasst.
Zur Überführung der von ABAQUS standardmäßig verwendeten Jaumann-Rate in
die logarithmische Rate sind einige zusätzliche programmiertechnische Zwischenschritte
zu bewältigen. Diese sind in Anhang A.4 zusammengefasst.
Von Seupel et al. [185] wird gezeigt, wie unter Ausnutzung der Ähnlichkeit der Feld-
gleichung von gradientenerweiterten Schädigungsmodellen vom Helmholtz-Typ und
der stationären Wärmeleitungsgleichung die Implementierung in ABAQUS effizient er-
folgen kann. Betrachtet man die stationäre Wärmeleitungsgleichung (2.93) auf Seite 52,
d. h. ϑ̇ = 0, und die mikromorphe Bilanz (3.21) auf Seite 59 führen folgende Korre-
spondenzen zur Überführung der Gleichungen:
εnl ↔ ϑ, −εnl + εl (∆E, εnl)↔ p̃ (∆E, ϑ) L2nl ↔ λth. (4.27)
Dafür muss die generalisierte Wärmequelle p̃ als Funktion der Temperatur ϑ und des
Verzerrungsinkrementes ∆E angegeben werden können, was in ABAQUS innerhalb
der UMAT möglich ist.
Sowohl für das thermomechanisch gekoppelte Materialmodell (Abschnitt 3.6.1) als
auch für das mikromorphe Schädigungsmodell (Abschnitt 3.6.2) sind die Spannungen
σn+1 (∆E,∆ϑ) und der Quellterm p̃n+1 (∆E,∆ϑ) numerisch zu bestimmen. Die benö-
tigten algorithmischen Materialtangenten Kse, Kst, Kpe und Kpt lassen sich im Zuge
der konsistenten Linearisierung aus den totalen Differentialen der Rückgabegrößen ab-











 · [ d∆Ed∆ϑ
]
. (4.28)
Die konsistente Linearisierung erfolgt für den konvergierten Zustand des zugrunde-
liegenden Lösungsalgorithmus’. Unter Beachtung der ABAQUS-Konventionen ergeben
sich:
σ = σ (∆E,∆ϑ) DIM (6× 1) STRESS,











DIM (6× 6) DDSDDE,
Kst =
∂σ






DIM (1× 6) DRPLDE,
Kpt =
∂p̃
∂∆ϑ DIM (1) DRPLDT. (4.29)












gesucht: σ (∆E, ∆ϑ); p̃ (∆E, ∆ϑ)
Abb. 4.1.: Berechnung und Übergabe der Spannungs- und Quellterme sowie Materialtangenten in
ABAQUS mithilfe der Subroutinen UMAT und HETVAL für thermomechanisch gekoppelte und gra-
dientenerweiterte Materialmodelle nach [185]
In der vorangegangenen Zusammenstellung sind zur Verdeutlichung die Dimensionen
der Tangenteneinträge und die entsprechenden Variablennamen der ABAQUS-Routine
UMAT angegeben.
Der zusätzliche Term in Kse in Abhängigkeit von Jac ist zu beachten. Dieser wird
angesprochen, wenn große Volumenänderungen auftreten. Die Berechnungen von Jac
und der Ableitung ∂Jac/∂∆E gelingen mithilfe von Gl. (4.22):




, (∂Jac/∂∆E)T = JacδT. (4.30)
Durch diesen Beitrag wird die Spannungstangente Kse unsymmetrisch.
In [185] wird festgestellt, dass aufgrund unbekannter programmiertechnischer Mängel
im Hauptprogramm von ABAQUS Konvergenzprobleme auftreten, sobald eine Mate-
rialtangente Kpt 6= 0 vorliegt. Als Behelfslösung wird die Übergabe des Tangentenein-
trags Kpt aus der Materialroutine UMAT an die zusätzliche Unterroutine HETVAL
vorgeschlagen. HETVAL dient als Subroutine zur Definition von temperaturabhängi-
gen Wärmequellen, welche Zugriff auf alle internen Variablen (SDV) von ABAQUS
hat. Eine SDV wird in UMAT mit dem skalaren Wert Kpt belegt und anschließend
Kpt = DRPLDT = 0 übergeben. Die mit Kpt belegte SDV wird von HETVAL aufgeru-
fen und als Ableitung der temperaturabhängigen Wärmequelle an das Hauptprogramm
übergeben. Für die Übergabe an das Hauptprogramm von ABAQUS ist die Spannungs-
tangente Kse und die Tangente der Wärmequelle Kpe noch mit der Skalierungsmatrix
P (Gl. (A.23)) zu multiplizieren, da ABAQUS intern die Gleitungen γ12 = 2E12 usw.
verwendet. In Abb. 4.1 ist der Übergabeprozess als Fließbild zusammengefasst.
Zur Behandlung instabilen Risswachstums sind implizit-dynamische Rechnungen nö-
tig. Leider bietet ABAQUS keine Möglichkeit zur zusätzlichen Berücksichtigung von
Trägheitseffekten bei thermomechanischer Kopplung. Deshalb werden zwei alternative
Methoden eingesetzt: Zum einen kann eine geringe numerische Dämpfung vorgeschrie-
ben werden um kritische Lastabfälle zu überwinden, siehe [185]. Zum anderen können
zusätzliche Trägheitskräfte nach dem Prinzip von D’Alembert aufgeprägt werden,
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siehe [71]. Für die zweite Variante ist die Implementierung eines benutzerdefinierten
Elements (UEL) notwendig. Hierzu konnte die am IMFD vorhandene Elementbiblio-
thek genutzt werden, welche von Dr.-Ing. habil. Geralf Hütter zur Verfügung gestellt
wurde.
4.2. Algorithmische Formulierung des
thermomechanisch gekoppelten Materialmodells
Die Berechnung der Spannungsantwort und des Wärmequellterms des in Box 2 auf Sei-
te 72 zusammengefassten elastoplastischen Materialmodells erfordert die Lösung eines
Systems aus algebraischen Gleichungen, Differentialgleichungen und Nebenbedingun-
gen in Ungleichungsform.
Die Entwicklungsgleichungen der inelastischen Deformationsraten und internen Va-
riablen werden mithilfe des impliziten Euler-Verfahrens numerisch integriert:




∆Etrip = kgj σn+1eq (ϕ′)
n+1
Nn+1∆z, (4.33)
∆εeq = ∆t ε̇0
(
σn+1eq
σy (rn+1, zn+1, ϑn+1)
)m
, (4.34)
∆r = Ln+1∆εeq, (4.35)
∆z = (1− zn −∆z) βn+1oc noc
(
fn+1sb
)(noc−1) ∆fsb + ∆zϑ. (4.36)
Mit n + 1 sind explizit die noch unbekannten Größen gekennzeichnet; inkrementelle
Größen sind mit einem vorangestellten ∆ versehen, z. B. ∆r = rn+1− rn. Modellpara-
meter, wie βoc und L, können zudem vom neuen Spannungszustand σn+1, der neuen
Temperatur ϑn+1 = ϑn + ∆ϑ oder internen Variablen abhängen.
Eine spezielle Behandlung erfährt die Entwicklungsgleichung des Scherbandvolumen-
anteils (3.60) zur Bestimmung des Martensitvolumenanteils in Gl. (4.36). Diese kann

















Der Parameter αoc ist vom momentanen Belastungszustand abhängig. Deshalb kann
die rechte Seite nicht analytisch integriert werden. Das Integral auf der rechten Seite
wird durch αn+1oc ∆εeq approximiert. Nach Umstellen erhält man
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Die konsistente Ratenbeziehung (3.14) wird mithilfe des in Abschnitt 4.1.1 beschrie-
benen Lösungsansatzes der mitrotierten Konfiguration behandelt und unter Beachtung
der in Anhang A.3 eingeführten Matrixschreibweise und den Verzerrungsinkrementen
(4.31)–(4.33) dargestellt:
σn+1 = σtr (∆E,∆ϑ)− C ·
(
∆Epl + ∆Etrip + ∆Ev
)
, (4.41)
= σtr − C ·Nn+1
(
∆εeq + kgj σn+1eq (ϕ′)
n+1 ∆z
)
− C · δ134v∆zϑ. (4.42)
Die Testspannung σtr (engl. trial stress)
σtr (∆E,∆ϑ) = σrot (∆E) + C ·
(
∆E − αn+1inst δ∆ϑ
)
(4.43)
beinhaltet bekannte mechanische und thermische Größen. Weiterhin lässt sich für die
Beziehung (4.42) zeigen, dass die deviatorische Fließnormale Nn+1 gleich der deviato-
rischen Richtung der Testspannung ist [10]:
Nn+1 = N tr = 32σtreq
Str. (4.44)
Gleichzeitig ändert sich der Lode-Winkel nicht:









Daher führt die algorithmische Behandlung nachfolgend auf einen sogenannten Radial-
Return-Mapping-Algorithmus.
Mit der Definition (4.44) lassen sich aus Gl. (4.42) Ausdrücke für die Vergleichsspan-
nung und die hydrostatische Spannung extrahieren:
σn+1eq =
σtreq − 3G∆εeq
1 + 3Gkgj (ϕ′)n+1 ∆z
, (4.46)
σn+1h = σtrh −K4v∆zϑ. (4.47)
Der neue Spannungsdeviator Sn+1 und der hydrostatische Spannungsanteil sind damit
bekannt und die Spannung kann mit Kenntnis der inkrementellen Größen ∆εeq, ∆z




tr + σn+1h δ. (4.48)
Die benötigten Ausdrücke der Testspannung lassen sich mit den in Anhang A.3 aufge-
führten Konventionen darstellen:








·P · Str, σtrh =
1
3δ
T · σtr. (4.49)
4.2. Algorithmische Formulierung des thermomechanisch gekoppelten Materialmodells 83











































und das zeitdiskrete Pendant zu den Kuhn-Tucker-Bedingungen, Gl. (3.55), ange-
ben:
∆zϑ ≥ 0, ∆zϑyn+1tr = 0, yn+1tr ≤ 0. (4.52)
Zur Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems mit einer Nebenbedingungen in Un-
gleichungsform wird das Verfahren der Komplementaritätsfunktionen angewendet, sie-
he [58, 95, 96]. Mit diesem Ansatz nach Fischer [58] wird eine algebraische Gleichung
eingeführt, welche die Kuhn-Tucker-Bedingungen (4.52) automatisch erfüllt und






+ ∆z2ϑ + yn+1tr −∆zϑ = 0. (4.53)
Prädiktor-Korrektor-Verfahren
Durch sukzessives Einsetzen der diskretisierten Entwicklungsgleichungen lässt sich ein
reduzierter Satz zu lösender Gleichungen gewinnen. Durch Ausnutzung aller Bezie-
hungen wäre eine Darstellung in den unbekannten Größen ∆zϑ und ∆εeq möglich.
Da jedoch das Inkrement ∆z des Martensitvolumenanteils direkt im Spannungsterm
und der Wärmequelle auftritt, hat sich die Deklaration von ∆z als zusätzliche primäre
Lösungsgröße mit der zugehörigen Gleichung (4.36) in Residuumsform
Rtrip = (1− zn −∆z) βn+1oc noc
(
fn+1sb
)(noc−1) ∆fsb + ∆zϑ −∆z = 0 (4.54)









 = 0 (4.55)
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zusammengefassten primären Lösungsgrößen vereinfacht. Das Residuum Rpl folgt aus












Die numerische Lösung von Gl. (4.55) erfolgt mithilfe eines Newton-Raphson-Ver-



















































Aus (4.55)–(4.59) folgt das Newton-Raphson-Verfahren, welches eine iterative Ver-
besserung
ζ
k+1 = ζk +4ζ (4.60)
durch Lösen des linearen Gleichungssystems
J
k






vorsieht, bis Gl. (4.55) mit einer gewissen Toleranz ε 1∥∥∥W ·R (ζ
k+1
)∥∥∥ ≤ ε (4.62)
erfüllt ist (W : Diagonalmatrix zur Normierung und Gewichtung der Residuumseinträ-
ge). Anschließend können mit den konvergierten Werten in ζ alle internen Variablen
und deren konjugierte thermodynamischen Kräfte, die Cauchy-Spannung, Gl. (4.42),
und die Wärmequelle, Gl. (4.50), evaluiert werden.
Die Herleitung der konsistenten Materialtangenten ist in Anhang A.5.1 zusammen-
gefasst.
4.3. Algorithmische Formulierung des mikromorphen
Schädigungsmodells
Die Berechnung der Spannungsantwort des in Box 3 auf Seite 73 zusammengefassten
Schädigungsmodells erfordert die Lösung eines Systems aus algebraischen Gleichun-
gen, welches sich aus der Zeitdiskretisierung der Entwicklungsgleichungen ergibt. Zu
beachten ist nachfolgend die Formulierung in den effektiven Spannungsgrößen.
Die Entwicklungsgleichungen der inelastischen Deformationsraten und internen Va-
riablen, siehe Box 3 auf Seite 73 und Definitionen in Gl.(4.19) auf Seite 77, werden
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mithilfe des impliziten Euler-Verfahrens numerisch integriert:
∆Epl = ∆εeqNn+1 + ∆εhδ, (4.63)
∆Etrip = kgj σ̂n+1eq (ϕ′)
n+1
Nn+1∆z, (4.64)
















































∆r = Ln+1∆εeq, (4.70)
∆εl =
0, ωn < ωcq2∆εeq + ∆εh, ωn ≥ ωc. (4.71)
Die Parameter βoc, αoc und L können zudem vom neuen Spannungszustand und in-
ternen Variablen abhängen, weshalb eine Kennzeichnung mit n + 1 erfolgt. Die lokale
Triebkraft der Schädigung ∆εl wird und bleibt auch fortwährend aktiv, wenn im vor-
angegangenen Zeitschritt das Initiierungskriterium ωn ≥ ωc erfüllt war. Damit wird ein
Zu- und Abschalten des Terms während der Iteration in einem Zeitschritt vermieden.
Der Fließspannungsparameter σy ist eine Funktion der Verfestigungsvariable rn+1 und
des Martensitvolumenanteils zn+1.






εn+1nl − κn, εn+1nl > κn
(4.72)








D̄n+1, D̄n+1 < DcDmax (1− exp (−a∗ (κn + ∆κ− κ∗))) , D̄n+1 ≥ Dc. (4.74)
Die konsistente Ratenbeziehung (3.14) ohne den thermischen Anteil wird mithilfe
des in Abschnitt 4.1.1 beschriebenen Lösungsansatzes der mitrotierten Konfiguration
behandelt und unter Beachtung der in Abschnitt A.3 eingeführten Matrixschreibweise
und den Dehninkrementen (4.63)–(4.64) dargestellt:





= σ̂tr − C ·Nn+1
(
∆εeq + kgj σ̂n+1eq (ϕ′)
n+1 ∆z
)
− C · δ∆εh. (4.76)
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Die eingeführte effektive Testspannung σ̂tr umfasst wiederum bekannte Größen:
σ̂tr (∆E) = σ̂rot (∆E) + C ·∆E. (4.77)
Gleichung (4.18) definiert die rotierte effektive Spannung σ̂rot (∆E) als
σ̂rot (∆E) = σ
rot (∆E)
1−Dn . (4.78)
Für die deviatorische Fließnormale Nn+1 und den Lode-Winkel cos 3φn+1 bleiben
ebenfalls folgende Eigenschaften erhalten:













wobei die Berechnungen mit σ̂tr erfolgen. Damit lassen sich Ausdrücke für die effektive
Vergleichsspannung und die hydrostatische Spannung angeben:
σ̂n+1eq =
σ̂treq − 3G∆εeq
1 + 3Gkgj (ϕ′)n+1 ∆z
, (4.81)
σ̂n+1h = σ̂trh − 3K∆εh. (4.82)
Der effektive Spannungsdeviator Ŝn+1 und der hydrostatische Spannungsanteil sind
damit bekannt und die effektive Spannung σ̂n+1 sowie die schlussendlich benötigte











Die entsprechend mithilfe der Testspannung berechneten Ausdrücke lassen sich mit den
in Abschnitt A.3 aufgeführten Konventionen darstellen:
Ŝ









·P · Ŝtr, σ̂trh =
1
3δ
T · σ̂tr. (4.85)
Für die Implementierung ist ein Quellterm p̃ zu definieren, der die Differenz zwischen
mikromorpher und lokaler Variable enthält (siehe Box 3):
p̃n+1 = −εn+1nl + εnl + ∆εl. (4.86)
Durch sukzessives Einsetzen der diskretisierten Gleichungen des Schädigungsmodells
lässt sich ein reduzierter Satz zu lösender Gleichungen gewinnen. Das schließlich zu
4.3. Algorithmische Formulierung des mikromorphen Schädigungsmodells 87








 = 0 (4.87)










































Rtrip = (1− zn −∆z) βn+1oc noc
(
fn+1sb
)(noc−1) ∆fsb −∆z. (4.91)
Analog zur Behandlung des thermomechanischen Modells, siehe Abschnitt 4.2, er-
folgt die numerische Lösung von (4.87) mithilfe eines Standard Newton-Raphson-




































Als Anwendung des thermomechanisch gekoppelten Modells für hochlegierte TRIP-
Stähle (Box 2) werden in diesem Kapitel verschiedene Problemstellungen aus der Li-
teratur und des SFB 799 untersucht. Der Fokus liegt auf der weiteren Konkretisierung
und Bewertung der Modellierungsansätze sowie auf der Erarbeitung von Strategien zur
Kalibrierung der Modellparameter. Hierzu folgt ein Überblick zur Parameterschätzung
im anschließenden Abschnitt.
Die erste Studie in Abschnitt 5.2 widmet sich der thermisch induzierten und span-
nungsunterstützten α′-Martensitbildung sowie der TRIP-Kinematik.
Die zweite Studie in Abschnitt 5.3 konkretisiert die eingeführten Erweiterungen zur
Erfassung der Spannungsabhängigkeit der verformungsinduzierten α′-Martensitbildung.
Die dritte Studie in Abschnitt 5.4 dient der Ableitung eines Verfestigungsgesetzes
und der Modifikation der OC-Martensitkinetik zur Beschreibung des temperaturab-
hängigen Fließ- und Umwandlungsverhaltens bei dominant verformungsinduzierter α′-
Martensitbildung am Beispiel des kommerziellen Stahls X5CrNi 18-10 (AISI 304).
Abschließend werden die Ergebnisse und Erkenntnisse der Vorstudien genutzt, um
das Modell auf das temperatur- und spannungszustandsabhängige Umwandlungs- und
Verformungsverhalten des SFB-Stahls X3CrMnNi 16-6-6 zu kalibrieren und entspre-
chend zu validieren.
5.1. Übersicht zur Parameterschätzung
Mit wenigen Ausnahmen müssen die Parameter des vorliegenden Materialmodells durch
die Lösung eines inversen Problems bestimmt werden: Durch den Vergleich der Aus-
gangsdaten einer Simulation mit den experimentellen Ergebnissen wird auf die Ein-
gangsmodellparameter geschlossen. Folgende Schritte werden hierzu durchgeführt:
1. Alle freien Parameter des Materialmodells werden im Vektor pg zusammenge-
fasst. Zunächst muss geprüft werden, ob mithilfe der experimentellen Ergebnisse
alle in pg vorhandenen Parameter eindeutig bestimmt werden können. Dies ist
häufig nicht der Fall, sodass aus entsprechenden Überlegungen und Analysen eine









2. Ein Optimierungsproblem wird aufgestellt und numerisch gelöst. Dazu werden

















90 5. Ergebnisse zur thermomechanischen Modellierung
Darin sind ysimj und y
exp
j die Ausgangsgröße des Modells bzw. die gemessene Größe
des Experiments für denselben Datenpunkt xj. Beispielsweise können die Zielfunk-
tionen fi für Zugversuche bei verschiedenen Temperaturen stehen.
3. Für die gesuchten Parameter pred können sich zusätzliche Anforderungen ergeben











4. Das allgemeine multikriterielle Optimierungsproblem










wird praktischerweise behandelt, indem die Teilkriterien fi in eine skalarwertige


















Dabei sind wi zu wählende Gewichte für die Einzelzielfunktionen.
5. Zur numerischen Lösung des multikriteriellen Optimierungsproblems mit Neben-
bedingungen in Gl. (5.4) wird die Optimierungsumgebung von MATLAB verwen-
det (optimization toolbox). Zur Anwendung kommt ein gradientenbasiertes Lö-
sungsverfahren (hier active set-Algorithmus), wobei als Nebenbedingungen obere
und untere Schranken der Parameter formuliert werden. Die vorgegebenen Pa-
rametergrenzen und die Startwerte für die Optimierung basieren auf Erfahrung
bzw. Versuch und Irrtum.
5.2. TRIP-Effekt bei Unterkühlungsversuchen
Als Datenbasis der folgenden Untersuchung dienen die von Nagayama et al. [145] durch-
geführten Abkühlversuche unter Verwendung des hochlegierten TRIP-Stahls Marval
X12. Dieser Stahl weist als Besonderheit auf, dass durch Abkühlung 100 % Martensit
erreicht werden kann, wobei die charakteristischen Temperaturen Ms und Mf deutlich
über Raumtemperatur liegen.
Für denselben Datensatz des Marval X12 von Nagayama et al. [145] existiert be-
reits ein komplexes, mikromechanisch basiertes Mehrskalenmodell zur Beschreibung
des Umwandlungsverhaltens sowie der TRIP-Kinematik von Fischlschweiger et al. [62].
Deren Modell ist in der Lage die beobachtete TRIP-Kinematik, die Martensitkinetik
und das Verhalten bei partieller Entlastung sehr genau abzubilden. Zurzeit liegt das
Modell aufgrund der komplexen Numerik nicht als FE-Implementierung vor [62]. Ein
Schlüsselfaktor des genannten Ansatzes ist die mögliche Bewertung des Spannungszu-
standes in den Einzelphasen aufgrund des eingesetzten Homogenisierungsverfahrens.
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Box 4. Modifiziertes Materialmodell für reine Unterkühlungssimulation
• Kinematik
D = Del +Dpl +Dtrip +Dv
• Konstitutive Beziehungen, Zustandsvariablen ZV =
{
εellog, ϑ, r, z
}
, ż = żϑ!









#»q th = −λthgradϑ
• Dissipationspotential und Umwandlungsbedingung
Viskoplastisches Dissipationspotential Umwandlungsbedingung






ytr (σ, Qϑ) =
1
2kgj ϕ






T̄ (z) = 1
kσ
(− ln (1− z) + k1 (1− exp (−k2z)))
ż ≥ 0, żytr = 0, ytr ≤ 0
ϕ (z) = (2− z) z
• Fließregeln







• Mechanische Dissipation und Wärmequelle
γm = σeqε̇eq + σ2eq
kgj
2 ϕ




• Abhängigkeiten der Materialparameter von Zustandsvariablen
σy = σ0 exp (c1 (ϑ− c2)) + Z1z
Eine solche detaillierte Modellierung ist nicht das Ziel des in dieser Arbeit entwickelten
Materialgesetzes, welches auf die makroskopische Beschreibung der TRIP-Kinematik
und Umwandlungskinetik beschränkt ist. Im Gegensatz zum Modell von Fischlschwei-
ger et al. [62] lässt sich das Modell dieser Arbeit mit überschaubarem Aufwand in ein
FE-Programm integrieren. Weiterhin können die einzelnen Parameter identifiziert und
sequentiell kalibriert werden.
In den Experimenten von Nagayama et al. [145] wird der in Abb. 5.1 (a) skizzier-
ten Hohlzugprobe ein Temperatur-Zeit-Profil durch einen geregelten Wärmestrom #»q th
aufgeprägt. Gleichzeitig wird die Probe einachsig mit einer mechanischen Spannung σ̄
belastet. Das verwendete thermomechanische Lastregime ist in Abb. 5.2 (a) skizziert
und lautet konkret:
1. Start der Abkühlung aus dem austenitischen Gebiet (ϑ1 = 1113 K)
2. Anlegen einer konstanten Haltespannung σ̄ vor Ms bei ϑ2 = 473 K ≈Ms + 53 K













Abb. 5.1.: Unterkühlungsversuch: (a) schematische Darstellung der verwendeten Hohlzugprobe un-
ter thermomechanischer Last und (b) das daraus abgeleitete, vereinfachte Berechnungsmodell mit


















Abb. 5.2.: Unterkühlungsversuch: (a) Skizze des thermomechanischen Lastpfades mit vorgeschriebener
Temperatur ϑ und Spannung σ̄ in Abhängigkeit der Zeit. (b) Skizze der typischen Dehnungsantwort
für verschiedene Haltespannungen σ̄.
3. weitere Abkühlung unter die Martensitstarttemperatur ϑ3 = Ms bis
4. Erreichen der Endtemperatur ϑ4 < Mf.
Während der Abkühlung wird die einachsige Dehnung ε der Hohlzugprobe gemessen,
wie in Abb. 5.2 (b) für drei spezielle Lastfälle skizziert. Die Nulldehnung wird bei ϑ1
definiert. Die angelegte Spannung soll unter der Fließgrenze σ0 des Materials liegen
(|σ̄| < σ0). Durch die Abkühlung werden thermisch induzierte Dehnungen hervorge-
rufen, welche zur volumetrischen Schrumpfung führen. Die gemessene einachsige Deh-
nung ε sinkt zunächst bis zum Erreichen der Temperatur ϑ2. An diesem Punkt wird
die mechanische Spannung σ̄ aufgebracht. Die Dehnungssprünge bei Lasteinleitung
rühren von den entsprechenden elastischen Dehnungen her. Die thermische Schrump-
fung läuft während des gesamten Versuchs weiter. Wird Ms unterschritten, beginnt
die Bildung von α′-Martensit, welche mit einer makroskopischen Volumenvergrößerung
einhergeht. Die Überlagerung der thermischen Schrumpfung durch die volumetrische
Umwandlungsdehnung zeigt sich in der Dehnungsanomalie im mechanisch lastfreien
Fall (σ̄ = 0). Bei Abschluss der Umwandlung (z ≈ 1) dominieren die thermischen
Dehnungen, welche zur erneuten Volumenabnahme führen.
Für angelegte Haltespannungen σ̄ 6= 0 treten während der Phasenumwandlung zu-
sätzlich gestaltsändernde inelastische Verformungsbeiträge auf makroskopischer Ebene
auf. Je nach Lastrichtung äußern sich diese durch einen deutliche Beitrag zur Streckung
bzw. Stauchung der Probe.
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Tab. 5.1.: Modellparameter für die Abkühlversuche des TRIP-Stahls Marval X12.
Parameter Einheit Maßzahl Quelle Parameter Einheit Maßzahl Quelle
E MPa 194000 [62] k2 - 40.68 kalibriert
ν - 0.3 [62] kσ MPa−1 1.0 kalibriert
kgj MPa−1 6.415·10−5 kalibriert σ0 MPa 180 kalibriert
4v - 0.0173 kalibriert c1 K−1 -0.006283 kalibriert
αainst K−1 5·10−6 [166] c2 K 473.0 festgelegt
Ms K 428.0 kalibriert Z1 MPa 150.0 festgelegt
kkm K−1 0.0841 kalibriert m - 40 [223]
k1 - 0.7654 kalibriert ε̇0 s−1 5·10−6 festgelegt
5.2.1. Modellierung und Parameterkalibrierung
Die Simulation des Versuchs kann aufgrund der homogenen thermomechanischen Be-
lastung direkt am Materialpunkt bzw. mithilfe eines Einelementtests unter Verwendung
eines FE-Programms erfolgen. Die Abstraktion vom realen Versuchsaufbau zum FE-
Berechnungsmodell ist in Abb. 5.1 (b) dargestellt. Als thermische Randbedingung wird
direkt der zeitliche Temperaturverlauf vorgeschrieben:
ϑ = ϑ̄ (t) . (5.5)








als natürliche Randbedingung am oberen Rand aufgeprägt, wie in Abb. 5.1 (b) skizziert.
Zur Unterdrückung der Starrkörperbewegung ist das Einelement durch Verschiebungs-
randbedingungen fixiert.
Für den konkret betrachteten Fall können durch die zusätzliche Vernachlässigung der
verformungsinduzierten Martensitbildung einige Vereinfachungen für das Materialmo-
dell aus Box 2 getroffen werden. Diese sind in Box 4 zusammengefasst. Alle auftretenden
Modellparameter sind in Tab. 5.1 aufgeführt.
Für die isotrope Verfestigung wird den Zugversuchsdaten von Nagayama et al. [145]
folgend ein ideal plastisches Verhalten für den Austenit bei Temperaturen > Ms und
kleinen Dehnungen (ε ≈ 0.002) angenommen. Bei 473 K wird eine Anfangsfließspan-
nung von 180 MPa gemessen, bei 513 K von 140 MPa. Bei vollständig martensiti-
schem Gefüge, welches durch Abkühlung auf Raumtemperatur und nachfolgende Auf-
heizung zur Versuchstemperatur eingestellt wird, erhöht sich die Fließspannung um ca.
150 MPa. Mit diesen Daten wird der Ansatz
σy (z, ϑ) = σ0 exp (c1 (ϑ− c2)) + Z1z (5.7)
kalibriert, siehe Tab. 5.1, welcher die Verfestigung durch Phasenumwandlung mithilfe
einer einfachen Mischungsregel erfasst.
Athermische Martensitkinetik
Aus dem aufgezeichneten z-ϑ-Verlauf des lastfreien Abkühlversuchs (σ̄ = 0) lassen sich
ein Teil der Parameter der chemischen Triebkraft Qϑ (Ms, kkm) sowie die Parameter






















(b) Neues Modell (Gl. (5.8))
Abb. 5.3.: Simulation und Experiment zur Entwicklung des Martensitvolumenanteils z in Abhän-
gigkeit der Temperatur ϑ für den TRIP-Stahl Marval X12. Zum Vergleich sind das Modell nach
Koistinen-Marburger und der neue Ansatz gegenübergestellt. Experimentelle Daten aus [145].
der Umwandlungsbarriere T̄ bestimmen. Nagayama et al. [145] verwenden als Ansatz
die Koistinen-Marburger-Gleichung (1.8), welche jedoch den Krümmungswechsel
der Umwandlungskurve naheMs nicht zufriedenstellend wiedergibt, siehe Abb. 5.3 (a).
Deshalb wird eine Modifikation der zum KM-Modell führenden Umwandlungsbarriere
(3.59) vorgeschlagen:
T̄ (z) = 1
kσ
(− ln (1− z) + k1 (1− exp (−k2z))) . (5.8)
Der darin enthaltene Exponentialterm beeinflusst gerade den Bereich für kleine z. Eine
ähnliche Umwandlungsbarriere wird im Modell von Hallberg et al. [75] verwendet. Für
k1 = 0 erhält man die ursprüngliche KM-Beziehung bei rein thermischer Belastung.
Für k1 > 0 ergibt sich bei ϑ ≤Ms und durch die Forderung ytr = 0
∆ϑMS = Ms − ϑ =
1
kkm
(− ln (1− z) + k1 (1− exp (−k2z))) . (5.9)
Wird die eben eingeführte Unterkühlung ∆ϑMS als Vergleichsgröße mit den experimen-
tellen Daten betrachtet, so muss die Ms-Temperatur des Modells noch nicht absolut
festgesetzt werden. Die offenen Parameter kkm, k1 und k2 können mithilfe einer Para-
meterschätzung (siehe Abschnitt 5.1) bestimmt werden.
Der Vergleich der experimentellen Werte und des Ansatzes (5.9) mit den optimierten
Parametern (siehe Tab. 5.1) ist in Abb. 5.4 aufgetragen. Insbesondere der Bereich
z < 0.1 kann sehr genau erfasst werden. In Abb. 5.3 sind die Anpassungsergebnisse
des KM-Ansatzes sowie jene der vorgeschlagenen Modifikation gegenübergestellt. Die
Datenpunkte für z < 0.5 werden vom neuen Modell deutlich besser erfasst.
Makroskopische Umwandlungsdehnungen
Da am Versuchsende ein vollständig martensitisches Gefüge vorliegt, lassen sich die
Parameter der TRIP-Kinematik leicht aus der Auftragung der maximal erreichten Deh-
















Abb. 5.4.: Angepasste Umwandlungsbarriere T̄













Fit: εmax = aσ̄ + b
a = 6.931 · 10−5 MPa−1
b = 5.774 · 10−3
exp (für Fit)
exp (nichtlinear)
Abb. 5.5.: Experimentelle Daten und linearer Fit
der maximal erreichten Dehnung in Abhängig-
keit der Haltespannung für den TRIP-Stahl Mar-
val X12. Experimentelle Daten aus [62].
nung über der angelegten Haltespannung bestimmen, siehe Abb. 5.5. Durch die lineare
Abhängigkeit der TRIP-Deformationsrate von der Spannung wird lediglich der nähe-
rungsweise lineare Bereich für die Anpassung berücksichtigt, siehe Abb. 5.5. Aufgrund
des einachsigen Lastfalls und den kleinen Deformationen gelten




Die Maximaldehnungen sind bereits um die thermischen Anteile bereinigt, sodass diese
in den vorangegangenen Beziehungen nicht auftreten. Die Raten der transformations-
induzierten Dehnungen, Gleichungen (3.66) und (3.67), ergeben
ε̇TRIP + ε̇v = 2σ̄kgj (1− z) ż +
1
34vż. (5.11)
Für den Fall vollständiger Umwandlung, d. h. z (t = 0) = 0 bis z (t = tende) = 1, lautet
die integrierte Darstellung gerade
εTRIP + εv = σ̄kgj +
1
34v. (5.12)








Mit dieser Darstellung und aus den Konstanten a und b der linearen Fitfunktion aus




, 4v = 3b. (5.14)











Abb. 5.6.: Temperaturabhängiger Verlauf der
Umwandlungsdehnung des Modells (sim) mit
Ms = 428 K für σ̄ = 0 im Vergleich zum Expe-

















Abb. 5.7.: Phasendiagramm für den Beginn der
martensitischen Umwandlung für Marval X12
(exp), sowie die idealisierten Startlinien (lineare
Fits) für einachsige Zug- bzw. Drucklast aus [145].
Das kalibrierte Umwandlungskriterium Gl. (5.15)
ist als Volllinie (sim) eingezeichnet.
Spannungsunterstützte Phasenumwandlung
Abschließend sind die Ms-Temperatur des Modells und der Parameter des Spannungs-
einflusses kσ festzulegen. Nagayama et al. [145] verwenden Ms =424 K. Allerdings
zeigen die Experimente eine gewisse Streuung, wodurch Werte Ms = 421...429 K mög-
lich sind. In dieser Arbeit wird Ms so gewählt, dass für den Fall σ̄ = 0 der Beginn der
Dehnungsanomalie gut getroffen wird, siehe Abb. 5.6. Dies führt zu Ms = 428 K.
Eine zusätzliche mechanische Belastung während der Abkühlung führt zu einer Ver-
schiebung der Temperatur des Transformationsstarts. Typischerweise wird dieses Ver-
halten mithilfe eines sogenannten Phasendiagramms im σ̄-ϑ-Raum illustriert [109]. Na-
gayama et al. [145] liefern die in Abb. 5.7 zusammengetragenen Daten für den Transfor-
mationsbeginn unter einachsiger Zug- und Drucklast. Für jede Lastart wird eine eigene
Transformationslinie (Geradengleichung) in [145] angegeben. Für das betrachtete Mo-
dell ergibt sich die Transformationslinie aus ytr = 0 bei z = 0 für den eindimensionalen
Lastfall in impliziter Form:
kgjσ̄
2 + 4v3 σ̄ −
kkm
kσ
(ϑ−Ms) = 0. (5.15)
Zur Anpassung an die experimentellen Daten steht nur noch der Wichtungsfaktor
kσ zur Verfügung. In der vorliegenden Arbeit wird dieser manuell so gewählt (kσ =
1 MPa−1), dass die ideale Transformationsgerade aus [145] für Zugbelastung annähernd
getroffen und die Punktwolke der Druckdaten geschnitten werden, siehe Abb. 5.7.
5.2.2. Ergebnisse und Diskussion
Mit dem kalibrierten Parametersatz (Tab. 5.1) des Modells kann die Dehnungsentwick-
lung während des Abkühlens für verschiedene Haltespannungen simuliert werden. Die
Ergebnisse sind in Abb. 5.8 den experimentellen Verläufen gegenübergestellt. Qualitativ
ergeben sich zufriedenstellende Übereinstimmungen. Insbesondere der unterschiedliche























Abb. 5.8.: Entwicklung der Gesamtdehnung ε während der Abkühlung für verschiedene Haltespan-
nungen σ̄. Experimentelle Daten aus [62, 145].
Beginn der Dehnungsanomalie in Abhängigkeit der Haltespannung wird gut getroffen.
Der vorhergesagte sigmoidale Verlauf bei Zugspannungen entspricht der Beobachtung.
Für Druckspannungen, speziell σ̄ = −120 MPa, ist ein lokales Dehnungsminimum der
experimentellen Kurven nahe der Ms-Temperatur sichtbar. Dieses Merkmal kann von
den Simulationen wiedergegeben werden, jedoch ist die Ausprägung etwas zu stark.
Eine Verbesserung ist durch eine alternative Wahl der heuristischen Funktion ϕ (z)
möglich, wofür weitere Ansätze in Referenz [215] gefunden werden können.
Durch die Verwendung der linear vom Spannungszustand abhängigen TRIP-Kine-
matik ergeben sich deutliche Abweichungen der erreichten Dehnungsendwerte für 0 und
80 MPa. Dies geht bereits aus dem entsprechenden Kalibrierungsergebnis in Abb. 5.5
hervor. Zur verbesserten Abbildung können eine J3-Abhängigkeit und ein nichtlinearer
Spannungseinfluss in Betracht gezogen werden. Anmerkungen zu möglichen Modifi-
kationen sind in Anhang A.6 zusammengefasst, welche in dieser Arbeit nicht weiter
verfolgt werden.
Zur Validierung des Modells stehen Daten aus Torsionsversuchen zur Verfügung
[145]. Hierbei wird die Gleitung ε12 während der Abkühlung für verschiedene Schub-
spannungen σ12 = τ̄ bestimmt. Die Modellvorhersagen und die experimentellen Befun-
de sind in Abb. 5.9 dargestellt. Für die Belastungsfälle τ̄ > 0 stimmen die Verläufe
von Simulation und Experiment nahe Ms gut überein, jedoch werden die maximal er-
reichten Gleitungen vom Modell systematisch unterschätzt. Die absolute Abweichung
nimmt mit höheren Haltespannungen zu. Wie für den Zug/Druck-Fall ist unter Schub
von einem nichtlinearen Verhalten auszugehen.
Eine weitere Validierungsmöglichkeit des Modells besteht in der Vorhersage der von
Nagayama et al. [145] beobachteten Anomalie der Anfangsfließspannung des Mar-
val X12-Stahls in Abhängigkeit der Temperatur. Diese ist ein typisches Merkmal für
TRIP-fähige, hochlegierte Stähle [90, 149, 198]. Ursächlich ist die spannungsunterstütz-
te Martensitbildung, welche mit den TRIP-Dehnungen einhergeht bevor die rein ver-
setzungsbedingte Plastizität des Austenits einsetzt. Für herkömmliche Stähle wird eine























Abb. 5.9.: Entwicklung der gesamten Gleitung ε12 während der Abkühlung für verschiedene Halte-
spannungen σ12 = τ̄ . Experimentelle Daten aus [145].
monotone Zunahme der Anfangsfließspannung mit sinkender Temperatur erwartet, wo-
hingegen TRIP-Stähle ein lokales Maximum der Anfangsfließspannung beim Übergang
von der spannungsunterstützten zur verformungsinduzierten Martensitbildung aufwei-
sen (Msσ-Temperatur). Anschließend durchläuft die Anfangsfließspannung ein lokales
Minimum, bevor ein erneuter Anstieg zu verzeichnen ist, siehe [145, 149]. In Abb. 5.10
sind die simulierten Spannungs-Dehnungskurven bis zu einer Gesamtdehnung von 0.2 %
für verschiedene Temperaturen unter- und oberhalb von Ms = 428 K dargestellt. Die
Belastung erfolgt bei sehr niedriger, d. h. quasi-statischer Dehnrate. Die Spannung bei
ε = 0.2 % entspricht zwar nicht der formalen Definition der Ersatzstreckgrenze Rp0.2,
liefert jedoch eine vergleichbare Information zum Anfangsfließverhalten. Der Verlauf
der erreichten Spannung bei ε = 0.2 % für die unterschiedlichen Temperaturen spiegelt
qualitativ die erwartete Anomalie wider. Das gezeigte Verhalten kann gewährleistet
werden, da eine Temperaturabhängigkeit der Anfangsfließspannung des Austenits und
eine Erhöhung derselben mit zunehmendem Martensitvolumenanteil vorgeschrieben ist,
siehe Gl. (5.7).
Die Msσ-Temperatur (lokales Maximum) der Simulationen liegt etwa bei 473 K. Das
simulierte lokale Minimum der Fließspannung befindet sich unterhalb von Ms. Als Mf-
Temperatur des lastfreien Falls, welche hier bei z = 0.99 angenommen wird, ergibt
sich 364 K. Aufgrund der Konstruktion des Modells setzt die spannungsunterstützte
Phasenumwandlung im Temperaturbereich Mf < ϑ ≤ Ms bei Zugspannung sofort ein.
Für die ausgewählten Spannungs-Dehnungskurven im Bereich 373 K ≤ ϑ ≤ 428 K gibt
es deshalb keine rein elastische Antwort (Anmerkung: Die viskoplastischen Dehnungen
sind vernachlässigbar klein). Die unterschiedlichen Anstiege der Kurven sind Folgen der
jeweiligen Ausgangszustände und können mithilfe der Transformationsbarriere, siehe
Abb. 5.4, erklärt werden. Beginnt die Simulation bei Ms (z (t = 0) = 0), so muss die
mechanische Triebkraft zunächst die anfänglich starke „Verfestigung“ der Transforma-
tionsbarriere überwinden. Daher ähnelt das Verhalten dem bei leicht höheren Tempera-
turen, z. B. bei 433 K. Bereits für den Fall ϑ = 413 K (z (t = 0) = 0.4) ist dieser Bereich
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513 K
Abb. 5.10.: Simulierte Fließspannungsanomalie für Marval X12. Die Simulation erfolgt dehnungsge-
steuert bei einer technischen Dehnrate von ε̇t = 5 · 10−6 s−1.
der höheren Verfestigung überschritten. Aufgrund des nachfolgend flachen Verlaufs der
Transformationsbarriere führen kleine mechanische Spannungen zu großen Änderungen
in z, welche mit großen TRIP-Dehnungen verbunden sind. Dies mündet im sehr flachen
Anstieg der Spannungs-Dehnungskurve. Bei alleiniger Betrachtung der Spannungs-
Dehnungskurve bei 413 K könnte fälschlicherweise ein elastisches Verhalten mit einem
extrem verringerten Elastizitätsmodul geschlussfolgert werden. Bei ϑ = 403 K und
393 K startet der Zugversuch bei hohen Martensitgehalten (z (t = 0) = 0.7 bzw. 0.9),
wodurch eine weitere spannungsunterstützte Umwandlung aufgrund der stark anstei-
genden Transformationsbarriere erschwert wird und die erreichbaren TRIP-Dehnungen
drastisch sinken. Daher werden die Anstiege der Spannungs-Dehnungskurven steiler
und die jeweiligen erreichten Spannungen bei ε = 0.2 % steigen ebenfalls an.
Obwohl das Modell die bekannte Anomalie des Anfangsfließens von TRIP-Stählen
grob erfasst, zeigt ein Vergleich mit den experimentellen Ergebnisse des Marval X12
Stahls deutliche Unterschiede, siehe [145, Fig. 15]. Zunächst wird in den Experimenten
immer ein elastischer Bereich der Spannungs-Dehnungskurven mit ähnlichem Anstieg
festgestellt, d. h. extrem flache Kurven, wie für 413 K simuliert, existieren nicht. Ande-
rerseits zeigen Jahn et al. [90] für einen CrMnNi-Stahl eine prägnante Ausbildung der
scheinbaren Änderung des Elastizitätsmoduls aufgrund der sofort einsetzenden Pha-
senumwandlung bei mechanischer Belastung (ϑ < Ms), wie dies vom Modell prinzipiell
vorhergesagt wird. Ein elastisches Verhalten unterhalb von Ms würde auch im Modell
auftreten, wenn ein zusätzlicher Anstieg des Martensitvolumenanteils bei isothermen
Bedingungen die Transformationsbarriere anhebt. Diese isotherme Martensitbildung
ist ein beobachteter zeitabhängiger Effekt bei TRIP-Stählen [149], allerdings müsste
eine entsprechende Haltezeit vorliegen. Dies geht aus den Erläuterungen zur Versuchs-
durchführung in [145] nicht hervor. Die mechanische Belastung schließt direkt an die
Abkühlung auf die entsprechende Temperatur an.
Weiterhin liegt im Gegensatz zur Simulation das reale lokale Minimum der Anfangs-
fließspannung oberhalb von Ms. Nagayama et al. [145] argumentieren, dass eine höhere
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Abb. 5.11.: Skizze der Welle mit Symmetrierandbedingungen (Rotationssymmetrie bezüglich der
vertikalen Achse, Spiegelsymmetrie) und dem aufgeprägten Temperaturprofil ϑ (t) am markierten
Rand. Die freien Ränder (oben, links) sind mit konvektiven Übergangsbedingungen versehen, wobei
als Bezugstemperatur ϑu angenommen wird. Der Wärmeübergangskoeffizient (Konvektion) ist mit
ht = 8 Wm−2K−1 gewählt [166]. Innerhalb der Welle wird Wärmeleitung mit der Leitfähigkeit λth =
15 Wm−1K−1, der spezifischen Wärmekapazität cε = 455.57 Jkg−1K−1 und der Dichte von Stahl
ρ = 7850 kgm−3 angenommen [166].
Verfestigung und Festigkeit unterhalb vonMs aufgrund des Composite-Effekts vorliegt,
welcher durch den bereits zu Beginn eingebetteten, höherfesten Martensit hervorgeru-
fen wird. Dieses Verhalten kann das vorgeschlagene Modell nicht abbilden: Zwar wird
die Anfangsfließspannung im Modell durch z > 0 heraufgesetzt, jedoch dominieren al-
lein das Umwandlungskriterium und die damit assoziierten Umwandlungsdehnungen
die Modellvorhersage für ϑ ≤Ms im Anfangsstadium der mechanischen Belastung. Die
eigentliche Plastizität des Modells setzt in diesem Zustand noch nicht ein.
Weiterhin beobachten Nagayama et al. [145] für Ms ≤ ϑ ≤ Msσ eine ausgeprägte
Streckgrenze mit Lüdersdehnung. Dieses Verhalten kann durch die verwendete TRIP-
Kinematik prinzipiell nicht abgebildet werden, da diese nicht zu einem entfestigenden
Materialverhalten auf Materialpunktebene führt.
5.2.3. Numerisches Beispiel
Die vorangegangene Studie zeigt, dass das vorgeschlagene Materialmodell als Ausgangs-
punkt für die Simulation von Prozessschritten der thermomechanischen Behandlung
von TRIP-Stählen dienen kann. Als mögliche Anwendung sei hier die im SFB 799 ent-
wickelte Q&P-Behandlung genannt, siehe [210] (engl. Q&P quenching and partitioning
– Abschrecken und Kurzzeitanlassen). Dabei wird durch Abkühlung oder Vorverfor-
mung ein festigkeitssteigernder Anteil an α′-Martensit im Ausgangsgefüge eingestellt.
Weiterentwicklungen des hier vorgestellten Modellierungsansatzes können zukünftig für
die Simulation und Optimierung der thermomechanischen Behandlung von Bauteilen
von Nutzen sein, wie dies anhand eines populären Anwendungsbeispiel aus der Litera-
tur demonstriert werden soll. Das Beispiel behandelt das Härten eines Wellenabsatzes,
vgl. [130]. Die Geometrie der in Abb. 5.11 skizzierten Welle ist an die Untersuchungen
von Mahnken et al. [130] angelehnt. Wie in der Abbildung angedeutet, können Symme-
trien für die Modellierung ausgenutzt werden. Am markierten Bereich des Wellenabsat-
zes wird ein Temperatur-Zeitverlauf vorgeschrieben, wobei die Anwendungstemperatur
bzw. die Endtemperatur der Simulation 450 K beträgt. Die Art der Lasteinleitung ist in
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Abb. 5.12.: Verteilung von Temperatur, Martensitvolumenanteil und Spannung innerhalb der Welle
für charakteristische Zeitpunkte der thermischen Behandlung nach Abb. 5.11.
diesem Beispiel fiktiv. Die Berechnung erfolgt vollständig thermomechanisch gekoppelt
unter Lösung der transienten Wärmeleitungsgleichung. Es wird das Materialmodell mit
dem in Tab. 5.1 zusammengefassten Parametersatz für Marval X12 verwendet. Die FE-
Diskretisierung erfolgt mit Elementen des Typs CAX8RT, d. h. Serendipity-Elemente
für Rotationssymmetrie mit bi-quadratischen Ansatzfunktionen der Verschiebung, bi-
linearen Ansatzfunktionen der Temperatur sowie reduzierter Integration [3].
Für charakteristische Zeitpunkte der thermischen Behandlung, siehe Abb. 5.12, sind
die Verteilungen von Temperatur, Martensitvolumenanteil und Spannungen innerhalb
der Welle mithilfe von Konturschaubildern dargestellt. Bei t = 2.5 s ist die Abschreck-
temperatur von 300 K erstmals erreicht. Im Bereich der Wärmeableitung liegt ein hoher
Temperaturgradient vor. Die Wellenschulter weist am zugehörigen Bauteilrand bereits
ein vollständig martensitisches Gefüge auf. Der oberflächennahe martensitische Bereich
unterliegt einem Zugspannungszustand (σh > 0), während im Inneren der Wellenschul-
ter ein hydrostatischer Druck herrscht.
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Bei t = 20 s ist die Hälfte der Abschreckdauer erreicht. Durch Wärmeleitung wird
die Wellenschulter sukzessive durchgekühlt. Obwohl die Isothermen nahezu vertikal
innerhalb der Wellenschulter verlaufen, zeigt die Umwandlungsfront ein schnelleres
Fortschreiten am Rand der Wellenschulter im Vergleich zur Mittelebene. Eine Ursache
stellt der vorliegende hydrostatische Druck (σh < 0) im Bereich der Mittelebene dar.
Dieser verringert die Triebkraft für die Umwandlung und sorgt somit für die verzöger-
te Martensitentwicklung. Die höchsten Vergleichsspannungen liegen bei 200–300 MPa.
Dies entspricht etwa der aktuellen Fließspannung σy (ϑ, z) an den betroffenen Ma-
terialpunkten. Die höchsten Zugspannungszustände sind weiterhin an der Stelle der
vorgeschriebenen Temperatur zu finden.
Nach 40 s wird am „rechten“ Rand der Wellenschulter die Umgebungstemperatur
450 K erreicht. Innerhalb der Welle ist die Temperaturverteilung zu diesem Zeitpunkt
noch inhomogen. Während des Ausgleichsvorgangs bis t = 720 s wird eine weitere Um-
wandlung im Übergangsbereich von Wellenschulter zur Längsachse beobachtet. Am En-
de der Wärmebehandlung (homogene Temperaturverteilung) liegen Eigenspannungen
am äußeren Rand der Wellenschulter vor, wiederum in Höhe der aktuellen Anfangs-
fließspannung. Im Inneren der Wellenschulter bleibt ein hydrostatischer Druckzustand
bestehen, wohingegen die oberflächennahen Bereiche unter hydrostatischem Zug ste-
hen. Dieser Materialzustand fördert Schädigungsmechanismen und Rissbildung an der
Oberfläche, welche den Einsatz des Bauteils gefährden können. Daher ist bei Anwen-
dung des naiv gewählten Vorgehens eine weitere technologische Behandlung des Bau-
teils erforderlich. Alternativ besteht die Möglichkeit, die Prozessführung der Wärme-
behandlung durch weitere Simulationen mithilfe des vorgeschlagenen Materialmodells
zu optimieren.
5.3. Abhängigkeit der verformungsinduzierten
Martensitkinetik vom Spannungszustand
Wie anhand von experimentellen Daten in Abschnitt 1.1.3 dargelegt, wird die ver-
formungsgetriebene α′-Martensitkinetik vom Spannungszustand beeinflusst. Eine ent-
sprechende Modifikation der OC-Beziehung ist bereits im allgemein formulierten Mate-
rialmodell festgehalten, siehe Gleichungen (3.62) und (3.63) auf Seite 66. Nachfolgend
wird eine Präzisierungen der mehrachsigkeitsabhängigen Einflussfaktoren αh (h) und
βh (h) diskutiert.
5.3.1. Modellierung und Parameterkalibrierung
Prüger et al. [166] schlagen einen sättigenden Einfluss der Spannungsmehrachsigkeit h
auf die Scherbandbildungsrate vor. Dieser Vorschlag wird von Seupel und Kuna [189]
aufgegriffen und mündet in
αh (h) = α0 + α1
( 2
π
arctan (α2h) + 1
)
. (5.16)
Ein analoger Ansatz wird für βh (h) gemacht, mit den entsprechenden Parametern β0,
β1 und β2. Die Temperaturabhängigkeit wird in diesem Abschnitt nicht betrachtet,
weswegen die Temperaturgewichtungen zu αt = 1 und βt = 1 gesetzt werden. Für die
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Wahl der Parameter α0, β0 ≥ 0, α1 ≥ −α02 , β1 ≥ −
β0
2 sind αoc ≥ 0, βoc ≥ 0 und
żε ≥ 0 erfüllt. Grundlegend differenziert der Ansatz zwischen hydrostatischem Zug
(h > 0), hydrostatischem Druck (h < 0) und rein deviatorischer Belastung (h = 0).
Die Vorzeichen der Parameter α2 und β2 können beliebig gewählt werden. Die Beträge
der Parameter entscheiden zudem, wie schnell die Mehrachsigkeitsabhängigkeit in eine
Sättigung läuft. Zur eindeutigen Identifizierung der sechs Parameter sind drei unabhän-
gige Versuche notwendig, idealerweise Zug-, Druck- und Torsionsversuch. Zusätzlich ist
der Geometrieparameter noc zu bestimmen. Benötigt wird für jede Versuchsart die Ent-
wicklung des Martensitvolumenanteils z über der gemessenen plastischen Vergleichs-
dehnung ε̄eq, welche alle deviatorischen Deformationen umfasst (Plastizität+TRIP).
Mit der Annahme, dass die transformationsinduzierten Dehnungen gegenüber der ge-
samten plastischen Verformung klein sind (εeq ≈ ε̄eq), kann eine Vorschätzung der Pa-
rameter erfolgen. Für einachsige Zug- und Druckversuche gilt näherungsweise εeq = |ε|,
wobei ε die wahre plastische Dehnung angibt.
Bei konstanter Mehrachsigkeit während des Versuchs lassen sich die Entwicklungs-
gleichungen der Scherbandbildungsrate und des Martensitvolumenanteils analytisch
integrieren und zur OC-Beziehung (1.7) zusammenführen, wobei in nachfolgender Dar-
stellung der Anfangsgehalt an Martensit z0 beachtet wird:
zi = 1− (1− z0) exp (−βoc (hi) (1− exp (−αoc (hi) εeq))noc) . (5.17)
Der Index i kennzeichnet die Martensitentwicklungen der betrachteten Versuchsarten
(Zug, Druck, Torsion), welche jeweils eine charakteristische Mehrachsigkeit hi = const
aufweisen.
Zur Schätzung der Modellparameter wird eine multikriterielle Zielfunktion F mit i


























Die Gewichte sind mit wi = 1/Mi gewählt, wodurch ein gleicher Einfluss aller Versuche
unabhängig von der Anzahl der Datenpunkte gewährleistet werden soll. Der Vektor der
zu schätzenden Parameter enthält
pred =
[
α0 α1 α2 β1 β2 β3 noc
]T
.
Der Anfangsmartensitgehalt z0 kann direkt aus den jeweiligen Daten abgelesen werden.
5.3.2. Ergebnisse und Diskussion
Die Eignung der durch Gl. (5.16) modifizierten OC-Kinetik soll anhand der Daten
zweier hochlegierter TRIP-Stähle (X3CrNi 18-7, X7CrNi 15-12) gezeigt werden, wel-
che unter einachsiger Zug- bzw. Druckbelastung sowie unter Schubbelastung untersucht
wurden [14, 110]. Dies entspricht Mehrachsigkeiten von h = {1/3,−1/3, 0}. Beide
Stähle zeigen die etablierte Tendenz, dass bei gleicher plastischer Vergleichsdehnung
z (h = −1/3) ≤ z (h = 0) ≤ z (h = 1/3) gilt. Die kalibrierte, mehrachsigkeitsmodifi-
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Tab. 5.2.: Kalibrierte Modellparameter für die spannungszustandsabhängige Martensitkinetik der
TRIP-Stähle aus [110] und [14].
Parameter Einheit Maßzahl X7CrNi 15-12 Maßzahl X3CrNi 18-7
z0 - 0 0.2
α0 - 2.903 1.678
α1 K 0.649 0.35
α2 K −0.367 7.095
β0 - 1.765 2.697
β1 K 4.268 5.407
β2 K 10.064 12.040


























(b) X3CrNi 18-7 (ϑ =293 K) [14]
Abb. 5.13.: Verformungsinduzierte Martensitentwicklung unter Einfluss verschiedener Spannungs-
mehrachsigkeiten: OC-Martensitkinetik (sim) mit kalibrierter Mehrachsigkeitsabhängigkeit (5.16) für
einachsigen Zug, einachsigen Druck und Schubzustände. Symbole kennzeichnen die experimentellen
Daten.
zierte OC-Kinetik trifft die experimentellen Verläufe sehr gut, siehe Abb. 5.13. Die
bestimmten Parameter sind in Tab. 5.2 angegeben.
Das Verhalten des Modells bei anderen Spannungszuständen mit den bestimmten
Parametern ist in Abb. 5.14 dargestellt. Die Reaktion für die beiden Stähle ist quali-
tativ identisch: Mit den kalibrierten Parametern liegen bei erhöhten Mehrachsigkeiten
keine höheren Martensitvolumenanteile im Vergleich zu h = 1/3 bei gleicher plastischer
Vergleichsdehnung vor.
Für Mehrachsigkeiten h < −1/3 sinkt der erreichte Martensitvolumenanteil für be-
tragsmäßig größere Werte ab. Allerdings geht die Martensitentwicklung für mehrachsige
Druckzustände nicht gegen null.


























(b) X3CrNi 18-7 (ϑ =293 K)
Abb. 5.14.: Vorhersage der Martensitentwicklung bei Mehrachsigkeiten h < −1/3 und h > 1/3. Die
Kurven für h = 1/3, 0 und −1/3 aus Abb. 5.13 sind als Strichlinien gekennzeichnet.
5.4. Temperaturabhängigkeit der
verformungsinduzierten Martensitkinetik und der
Verfestigung
Der temperaturabhängige Wechsel der Deformationsmechanismen bei hochlegierten
TRIP-Stählen führt zu drastischen Veränderungen in den Verfestigungseigenschaften.
Für den kommerziellen Stahl X5CrNi 18-10 (AISI 304) liegen aus der Arbeit von Onyu-
na [151] Zugversuchsdaten bei quasi-statischer Belastung für verschiedene Temperatu-
ren vor. Die Fließkurven und die Entwicklungen der Martensitvolumenanteile sind in
Abb. 5.15 dargestellt. Innerhalb eines Temperaturfensters von ca. 100 K geht der durch
Verformung erzeugte Martensit auf nahezu null zurück. Wenn viel Martensit gebildet
wird (ϑ = 213 und 233 K), weisen die Fließkurven einen sigmoidalen Verlauf auf,
d. h. es liegt teilweise eine progressive Verfestigung vor. Bei höheren Temperaturen
verliert sich der progressive Verfestigungsanteil. Anstelle dessen zeigt das Material ei-
ne sehr gute Verformbarkeit mit nahezu linearer Verfestigung, was auf die Beteiligung
des TWIP-Effektes schließen lässt. Ziel dieser Studie ist es, das charakteristische tem-
peraturabhängige Verfestigungsverhalten unter Zugbeanspruchung des kommerziellen
Werkstoffs X5CrNi 18-10 unter Berücksichtigung der ebenfalls temperaturabhängigen
Martensitkinetik zu modellieren.
5.4.1. Modellierung
Die Simulation eines einachsigen Zugversuches kann bis zur Gleichmaßdehnung mithilfe
eines FE-Einelementtests analog zur Skizze in Abb. 5.1 (b) erfolgen. Anstelle der Span-
nung wird eine Verschiebung ū mit konstanter Rate ˙̄u in #»e 2-Richtung vorgeschrieben.
Die Verschiebungsrate ist so gewählt, dass eine quasi-statische technische Dehnrate
ε̇t = 4 · 10−4 s−1 vorliegt. Die Temperatur ϑ̄ wird während der Belastung konstant auf
dem experimentellen Wert gehalten.
Die empirische Abschätzformel (1.6) nach Eichelmann und Hull [52] liefert für die in
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Box 5. Materialmodell für den kommerziellen Stahl X5CrNi 18-10 (AISI 304) sowie
den Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6 mit temperatur- und spannungszustandsabhängiger
Verfestigung/Martensitkinetik
• Kinematik
D = Del +Dpl +Dtrip
• Konstitutive Beziehungen, Zustandsvariablen ZV =
{
εellog, ϑ, r, fsb, z, zϑ
}









#»q th = −λthgradϑ
• Viskoplastisches Dissipationspotential und Umwandlungsbedingung












, T̄ (z) = 1
kσ
(− ln (1− z))
żϑ ≥ 0, żϑytr = 0, ytr ≤ 0
• Fließregeln






1 + b2 (1− cos 3φ)
)
ε̇eq ḟsb = αoc (1− fsb) ε̇eq
ż = (1− z)βoc noc f (noc−1)sb ḟsb + żϑ
ϕ (z) = (2− z) z
• Mechanische Dissipation und Wärmequelle
γm = σeqε̇eq + σ2eq
kgj
2 ϕ




• Abhängigkeiten der Materialparameter von Zustandsvariablen
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Abb. 5.15.: Kalibrierungsergebnis (sim) des Modells für das temperaturabhängige Fließ- und Um-
wandlungsverhalten von X5CrNi 18-10 (AISI 304) unter einachsiger Zuglast. Experimentelle Daten
(Symbole) aus [151].
[151, Abschnitt 4.1] aufgeführte chemische Zusammensetzung des Stahls X5CrNi 18-10
eine Ms-Temperatur von −58 K, d. h. einen Wert unterhalb des theoretischen Tempe-
raturnullpunkts. Kubler et al. [105] geben einen gemessenen Wert von Ms = 70 K für
einen ähnlichen Stahl an. Athermische und spannungsunterstützte Martensitbildung
spielen für den nachfolgend betrachteten Temperaturbereich (77 bis 353 K) folglich
eine untergeordnete Rolle. Mit den vorhandenen Daten wird das modifizierte OC-
Kinetikmodell für verformungsinduzierte Martensitbildung kalibriert. Die nachfolgend
diskutierten Konkretisierungen der Materialgleichungen sind in Box 5 zusammenge-
fasst. Hierbei sind bereits die weiteren Modifikationen zur Beschreibung des SFB-Stahls
X3CrMnNi 16-6-6 ergänzt, welche im Folgeabschnitt 5.5 eingeführt werden.
Für die temperaturabhängigen Faktoren αt (ϑ) und βt (ϑ) in den empirischen Erwei-
terungen der OC-Modellparameter, Gleichungen (3.62) und (3.63) auf Seite 66, werden
folgende Einschränkung getroffen: 0 ≤ αt (ϑ) ≤ 1 und analog 0 ≤ βt (ϑ) ≤ 1. Motiviert
durch die Untersuchungen und Vorschläge zur Temperaturabhängigkeit der Parameter
αoc und βoc von Olson und Cohen [150] werden modifizierte Gauss-Glocken unterstellt








mit den Parametern α3, α4, β3 und β4. Diese Wahl führt zu physikalisch sinnvollen, mo-
notonen Änderungen der verformungsinduzierten Martensitkinetik in Abhängigkeit der
Temperatur, da sowohl die Scherbandbildung als Funktion der Stapelfehlerenergie und
die Bildungswahrscheinlichkeit von Martensitkeimen bei ansteigender Temperatur ab-
nehmen. Für die temperatur- und spannungszustandsabhängige OC-Martensitkinetik
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werden die bisherigen Ansätze zusammengefasst:






















Für die Fließspannung σy wird eine empirische Mischungsregel angesetzt:
σy (r, z, ϑ) = σ0 (ϑ) + Z1mz (z) +H (r) . (5.22)
Dieser Vorschlag stimmt mit dem Vorgehen von Hallberg et al. [75] überein. Als Beson-
derheit ist hervorzuheben, dass zunächst nur die Anfangsfließspannung σ0 direkt von
der Temperatur abhängig gemacht wird. Die Einflüsse des Martensitvolumenanteils
z und der Verfestigungsvariable r gehen additiv in die Fließspannung ein. Durch die
Abhängigkeit der Verfestigung vom Martensitvolumenanteil z wirkt die Temperatur
zusätzlich indirekt auf die Fließspannung.
Die Temperaturabhängigkeit der Anfangsfließspannung σ0 wird durch einen expo-
nentiellen Ansatz beschrieben:
σ0 (ϑ) = Σ0 exp (c1 (ϑ− c2)) . (5.23)
Dabei sind Σ0, c1 und c2 entsprechend zu bestimmende Parameter.
Der zweite Term in Gl. (5.22) wird durch die empirische Mischungsregel mz (z)






spezifiziert. Der Beitrag verschwindet bei z = 0. Verwandte Ansätze werden von Hall-
berg et al. [75] und Seupel und Kuna [187, 189] erfolgreich eingesetzt.



















erfasst. Die Besonderheit dieser Formulierung ist das sättigende Verhalten ab einem
kritischen Zustand r = rc, wobei der Übergang in den Sättigungsbereich stetig und
stetig differenzierbar ist. Vier Parameter können zur Anpassung genutzt werden: H0
und q des Potenzansatzes, sowie der Sättigungswert Hinf und der Übergangsparameter
rc.
5.4.2. Sequentiell-iterative Parameterschätzung
Eine Separation der plastischen Deformationen Dpl und der TRIP-Anteile Dtrip mit-
hilfe der vorhandenen Zugversuchsdaten ist nicht möglich. Daher kann der Parameter
kgj der TRIP-Deformationsrate Dtrip, siehe Gl. (3.66), nicht direkt identifiziert wer-
den. Zwei Optionen bestehen für das weitere Vorgehen: Zum einen können die TRIP-
Deformationen ignoriert werden, da keine direkte Bestimmung von kgj erfolgen kann,
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d. h. kgj = 0. Alternativ kann ein gängiger Wert aus dem etablierten Parameterraum
5 · 10−6 bis 1 · 10−4 MPa−1 angenommen werden. Diese zweite Option wird verfolgt,
um den TRIP-Dehnungen formal Rechnung zu tragen: kgj = 8.0 · 10−5 MPa−1.
Die Modellparameter der isotropen Verfestigung und verformungsinduzierten Mar-
tensitentwicklung müssen durch das Lösen eines inversen Problems geschätzt werden.
Durch die Festlegung der TRIP-Kinematik ergibt sich eine sequentiell-iterative Stra-
tegie durch ein Vorschätzen der Parameter der Martensitkinetik analog zum Vorgehen
in Abschnitt 5.3.1. Dabei wird angenommen, dass die TRIP-Dehnung klein gegen-
über der plastischen Gesamtdehnung ist. Für die Anwendung der sequentiell-iterativen
Parameterschätzung wird zunächst vorausgesetzt, dass i = 1, 2, ...N verschiedene Da-
tensätze (Spannung, Martensitentwicklung) bei jeweils konstanter Versuchstemperatur
und Mehrachsigkeit {ϑi, hi} vorliegen. Es wird im Folgenden von drei Mehrachsigkeits-
zuständen (Zug, Druck, Torsion, d. h. h = 1/3, −1/3, 0) und mindestens zwei ver-
schiedenen Temperaturzuständen unter Bildung von Martensit ausgegangen. Analog
zum Vorgehen in Abschnitt 5.3.1 kann bei konstanter Temperatur und Mehrachsigkeit
während des jeweiligen Versuchs der Zusammenhang zwischen Martensitvolumenanteil
und plastischer Vergleichsdehnung direkt angegeben werden, siehe Gl. (5.17). Die Pa-









Σ0 c1 c2 H0 Hinf q rc Z1 Z2 Z3 b0 ϑ0 ϑ1 z1 z2
]T
. (5.27)







lautet die vorgeschlagene Modifikation der allgemeinen Vorschrift zur Parameterschät-
zung aus Abschnitt 5.1:
0. Initialisierung der Durchläufe n = 0: Setze für jeden Datensatz i = 1, ..., N der
Martensitentwicklung den Startwert εjeq = ε̄jeq für alle Datenpunkte. ε̄eq beinhaltet
alle gemessenen plastischen Dehnungsanteile (TRIP + Gleitung).


































Die Berechnung von zsimj erfolgt mit der integralen OC-Beziehung (5.17) mit
αoc (ϑi, hi), βoc (ϑi, hi). Die Nebenbedingungen g1...gP sind hier nicht explizit auf-
geführt. Jeder Versuch wird mit wi = 1/Mi gewichtet, wenn Martensit gebildet
wird. Ansonsten fällt der entsprechende Versuch weg (wi = 0).
2. Bestimme prred durch Lösen eines multikriteriellen Optimierungsproblems mit der

































Die Modellantwort σsimj wird mit einer FE-Simulation bestimmt. Die Bezeichnun-
gen σsim, σexp stehen stellvertretend für die zur Kalibrierung verwendete mecha-
nische Antwort (Spannungs-Dehnungskurven, Kraft-Verschiebungskurven, etc.).
Die Versuche werden gleich gewichtet: wi = 1. Die Nebenbedingungen g1, ..., gP
sind hier nicht explizit aufgeführt.
3. Korrigiere die zu ε̄jeq gehörigen Werte der plastischen Vergleichsdehnung εjeq für
alle N Versuche, welche als Input der Zielfunktionen f zi unter Punkt 1 dienen. Die
Werte εjeq liefert die Simulation des jeweiligen Versuchs mit den bisher geschätzten
Parametern pzred und p
r
red.
4. Berechne die Zielfunktion F zn+1 mit den korrigierten εjeq für alle N Datensätze.
Falls die Abweichung
∣∣∣F zn − F zn+1∣∣∣ größer als eine gesetzte Toleranz ist, setze n =
n+1 und fahre mit Schritt 1 fort. Die bisher gewonnenen Parameter pzred und p
r
red
können als sinnvolle Startwerte der nächsten Iteration genutzt werden. Ergibt sich
keine nennenswerte Abweichung
∣∣∣F zn − F zn+1∣∣∣ mehr, wird die Iteration beendet.
Für die Konvergenz der sequentiellen Parameterschätzung wurden in dieser Arbeit 1-
2 Iterationen benötigt. Die Bestimmungsvorschrift ist anzupassen, wenn weniger Mehr-
achsigkeitszustände als die geforderten drei (h = 1/3, −1/3, 0) vorliegen (siehe hierzu
Abschnitte 5.4.3 und 5.5.2).
5.4.3. Ergebnisse und Diskussion
Da lediglich Versuche bei h = 1/3 vorliegen, können die Parameter der vorgeschlagenen
Funktionen der Mehrachsigkeit αh und βh, Gl. (5.16), nicht unabhängig identifiziert
werden. Eine Reduktion auf die Konstanten α0 und β0 ist erforderlich (α1 =α2 =
β1 =β2= 0). Die Entwicklung der Verfestigungsvariable r unterliegt einem Einfluss des
Lode-Winkels. Da nur einachsige Versuche betrachtet werden, wird L = 1 festgelegt
(b = b0 = 0, siehe Box 5). Der reduzierte Satz an Modellparametern für X5CrNi 18-10
bei alleiniger Verwendung der Zugversuchsdaten lautet:
pzred =
[
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]T
. (5.29)




werden mithilfe der z-ε-Kurven for-
muliert, siehe Abb. 5.15 (b). Mit den Spannungs-Dehnungskurven, Abb. 5.15 (a), wer-





Die gefundenen Modellparameter sind in Tab. 5.3 auf Seite 112 zusammengefasst.
Der Vergleich von kalibriertem Modell und den zur Kalibrierung eingesetzten experi-
mentellen Daten von Onyuna [151] ist in Abb. 5.15 dargestellt. Fließkurve und Mar-
tensitentwicklung können für alle Temperaturen sehr gut abgebildet werden.
Zur Validierung des Modells dienen Vorhersagen für Fließ- und Umwandlungskur-
ven außer- und innerhalb des kalibrierten Bereichs, siehe Abb. 5.16. Für die gewählten



































Abb. 5.16.: Vorhersage (sim) des Fließ- und Umwandlungsverhalten von X5CrNi 18-10 (AISI 304)
unter einachsiger Zuglast. Experimentelle Daten (Symbole) aus [201].
Temperaturen liegen Vergleichsdaten für X5CrNi 18-10 von Tomita und Iwamoto [201]
vor. Die Werkstoffe der beiden zur Kalibrierung und Validierung genutzten Publika-
tionen [151] und [201] können als vergleichbar angesehen werde, da das Verhalten bei
ϑ =213 K in beiden Datensätzen enthalten ist und vom Modell jeweils hinreichend
erfasst wird. Die Modellvorhersage trifft sowohl Fließkurven als auch die Martensit-
entwicklung hinreichend gut. Die nahezu lineare Martensitentwicklung bis z ≈ 1 bei
77 K in Abb. 5.16 (b) würde nach Olson und Azrin [149] für einen spannungsun-
terstützten Bildungsmechanismus sprechen, welcher durch die Nähe zur geschätzten
Ms-Temperatur von 70 K anzunehmen ist. Wie demonstriert, umfasst die modifizierte
Olson-Cohen-Kinetik auch dieses Verhalten sehr gut. Damit ist die im Ausgangs-
modell (Box 2) angelegte, konkurrierende Beschreibung athermischer, spannungsun-
terstützter und verformungsinduzierter Martensitbildung für diesen Anwendungsfalls
nicht notwendig.
Zur Bewertung der vom Modell gelieferten TRIP-Dehnungen soll der Zugversuch bei
77 K herangezogen werden, für welchen bei einer Dehnung ε = 0.2 bereits ≈100 %
α′-Martensit vorliegen. Die durch Integration vonDtrip über die Lastgeschichte gewon-
nene TRIP-Dehnung in Zugrichtung beträgt 6.4 %. Dieser Wert liegt in der mithil-
fe der Literaturdaten diskutierten Größenordnung und unterhalb der von Bhadeshia
[20] angegebenen oberen Schranke von 15 %, siehe Abschnitt 1.1.2. Somit ist der mit
kgj = 8.0 · 10−5 MPa−1 angenommene Wert als sinnvoll einzustufen.
5.5. Anwendung auf X3CrMnNi 16-6-6
Die bisherigen Modellspezifizierungen werden in diesem Abschnitt auf den Gussstahl
X3CrMnNi 16-6-6 des SFB 799 angewendet. Zusätzlich wird die Modellierung der Ab-
hängigkeit der Verfestigung vom Spannungszustand konkretisiert, welche zur Erfassung
der beobachteten Zug-Druck-Asymmetrie des X3CrMnNi 16-6-6 notwendig ist.
Der von Jahn [88] entwickelte Werkstoff mit der chemischen Zusammensetzung aus
Tab. 5.4 weist ein grobkörniges Gefüge auf (Korngrößen von 0.3–1 mm), wobei keine
ausgeprägte Gusstextur vorliegt. Das Ausgangsgefüge besteht zu ≈98 % aus umwand-
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Tab. 5.3.: Kalibrierte Modellparameter für die vorliegenden Versuche für den kommerziellen TRIP-
Stahl X5CrNi 18-10 und den Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6 des SFB 799.
Parameter Einheit X5CrNi 18-10 Quelle X3CrMnNi 16-6-6 Quelle
E MPa 192000 [185] 192000 [185]
ν - 0.24 [185] 0.24 [185]
kgj MPa−1 8.0·10−5 festgelegt 8.0·10−5 festgelegt
αainst K−1 5·10−6 [166] 5·10−6 [166]
Σ0 MPa 203.02 kalibriert 164.05 kalibriert
c1 K−1 -0.00437 kalibriert -0.00128 kalibriert
c2 K 313.0 festgelegt 373.15 festgelegt
H0 MPa 1500.0 kalibriert 1155.072 kalibriert
Hinf MPa 204.03 kalibriert 119.023 kalibriert
q - 0.81 kalibriert 0.831 kalibriert
rc - 0.346 kalibriert 0.444 kalibriert
Z1 MPa 283.04 kalibriert 400.374 kalibriert
Z2 - 1.25 kalibriert 1.299 kalibriert
Z3 - 1.29 kalibriert 1.0 kalibriert
m - 40 [223] 40 [223]
ε̇0 s−1 4·10−4 festgelegt 4·10−4 festgelegt
α0 - 14.83 kalibriert 6.7206 kalibriert
α1 - 0.0 festgelegt 1.5924 kalibriert
α2 - 0.0 festgelegt -100 festgelegt
α3 K 114.70 kalibriert 234.522 kalibriert
α4 K 141.46 kalibriert 63.428 kalibriert
β0 - 6.06 kalibriert 1.5844 kalibriert
β1 - 0.0 festgelegt 1.3936 kalibriert
β2 - 0.0 festgelegt 100 festgelegt
β3 K 160.19 kalibriert 313.15 kalibriert
β4 K 107.29 kalibriert 37.517 kalibriert
noc - 4.907 kalibriert 2.714 kalibriert
b0 - 0.0 festgelegt 2.216 kalibriert
ϑb0 K 1.0 festgelegt 213.777 kalibriert
ϑb1 K 1.0 festgelegt 89.655 kalibriert
z1 - 1.0 festgelegt 0.102 kalibriert
z2 - 1.0 festgelegt 1.0 kalibriert
Ms K 70.0 [105] 246.6 kalibriert
kkm K−1 0.0 festgelegt 1.151·10−3 kalibriert
kσ MPa−1 1.0 festgelegt 1.0 festgelegt
5.5. Anwendung auf X3CrMnNi 16-6-6 113
Tab. 5.4.: Chemische Zusammensetzung der untersuchten Stahlvarianten in Masse-%
Bezeichnung Herstellung Fe C N Cr Mn Ni Si











Abb. 5.17.: Fit des athermisch gebildeten Martensits für X3CrMnNi 16-6-6 mithilfe der Koistinen-
Marburger-Beziehung.
lungsfähigem Austenit. Den Restanteil bildet δ-Ferrit. Eine ausführliche Charakterisie-
rung ist durch die Arbeit von Wolf [213] gegeben.
Mithilfe von Abkühlversuchen erhält Hauser [78] das in Abb. 5.17 dargestellte ather-
mische Umwandlungsverhalten. Die Experimente zeigen, dass nur ein geringer Teil
athermischen Martensits gebildet werden kann (maximal ≈ 12 %). Da für das Material
keine Unterkühlungsversuche bei verschiedenen Haltespannungen wie im Falle des Mar-
val X12 in Abschnitt 5.2 vorliegen, lässt sich keine genaue Aussage zur TRIP-Kinematik
treffen. Außerdem können anhand der gemessenen z-ϑ-Kurven nur die Parameter der
Umwandlungsbarriere T̄ sowie die temperaturabhängige Triebkraft Qϑ bestimmt wer-
den. Die fehlenden Phasendiagramme (σ-ϑ bei Umwandlungsbeginn) lassen keine wei-
tere Kalibrierung der spannungsunterstützten Martensitentwicklung zu. Deshalb soll
vordergründig die verformungsinduzierte Martensitbildung mithilfe des OC-Modells
betrachtet werden, welche bei großen Deformationen dominiert. Zudem wurde für den
kommerziellen Stahl X5CrNi 18-10 demonstriert, dass auch ein nahezu linearer Verlauf
der Martensitentwicklung bei tiefen Temperaturen durch die OC-Beziehungen abbild-
bar ist, welche eher einem spannungsunterstützten Mechanismus zuzuordnen wäre.
5.5.1. Modellierung
Da der Stahl X3CrMnNi 16-6-6 eine Ms-Temperatur besitzt, soll zumindest die Ent-
wicklung des Martensitvolumenanteils in Abhängigkeit der Temperatur durch die Um-
wandlungsbedingung beachtet werden. Die TRIP-Verzerrungen durch verformungsin-
duzierten Martensit werden berücksichtigt, wobei als Greenwood-Johnson-Parame-
ter der etablierte Wert aus der Studie zum X5CrNi 18-10 mit kgj = 8.0 · 10−5 MPa−1
übernommen wird.
Weiterhin wird untersucht, inwieweit die beobachtete Zug-Druck-Asymmetrie in der
Spannungsantwort des X3CrMnNi 16-6-6 durch eine Lode-Winkel abhängige Verfesti-
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gung ṙ (cos 3φ) beschrieben werden kann. Der von Seupel und Kuna [189] übernommene
und hier leicht abgeänderte Ausdruck der Verfestigungsvariable lautet
ṙ =
(
1 + b2 (1− cos 3φ)
)
ε̇eq ≥ 0. (5.30)
Der einachsige Zugversuch bildet durch cos 3φ = 1 den Referenzversuch. Der einachsige
Druckversuch (cos 3φ = −1) oder Torsion (cos 3φ = 0) können mithilfe des nach Oben
unbegrenzten Parameters b > −1 angepasst werden.
Da die Asymmetrie im Verfestigungsverhalten mit zunehmender Temperatur ver-
schwindet, siehe Abschnitt 1.1.4, wird in Anlehnung an die Temperaturabhängigkeit
der Martensitkinetik
b (ϑ, z) = b0 exp
−(〈ϑ− ϑb0〉
ϑb1




gewählt. Der direkte Temperatureinfluss umfasst in einer heuristischen Weise, dass die
speziellen Deformationsmechanismen (TWIP/TRIP-Effekte) selbst von der tempera-
turempfindlichen Stapelfehlerenergie abhängen. Zusätzlich wird der Parameter b um
eine Abhängigkeit vom Martensitvolumenanteil z ergänzt, welche die Ausprägung der
Verfestigungsasymmetrie während der Verformung beeinflusst. Das angepasste Modell
ist in Box 5 auf Seite 106 zusammengefasst.
5.5.2. Modellkalibrierung
Die Parameterschätzung folgt im Wesentlichen dem sequentiellen Vorgehen aus Ab-
schnitt 5.4.2. Vorab werden die Parameter Ms und kkm der Umwandlungsbedingung
für athermisch gebildeten Martensit bestimmt. Die angesetzte KM-Beziehung (1.8)
erfasst die Daten vom Umwandlungsbeginn bis zu ϑ = 153 K sehr gut, überschätzt
jedoch den Martensitvolumenanteil bei noch niedrigeren Temperaturen (77 K), siehe
Abb. 5.17. Durch die Anpassung der Koistinen-Marburger-Beziehung wird eine
Ms-Temperatur von 246.6 K gefunden. Der Parameter kσ tritt nur aus Dimensions-
gründen in Erscheinung und wird mit kσ =1 MPa−1 gewählt.
Zur Bestimmung der restlichen Modellparameter wird eine simultane Anpassung
an die vorhandenen Druck- und Zugdaten verfolgt, welche in Form der Kraft-Ver-
schiebungskurven und der Martensitentwicklung vorliegen. Als problematisch erweist
sich, dass nur zwei unterschiedlich mehrachsige Versuche vorliegen und somit keine
eindeutige Bestimmung aller Parameter in pzg, Gl. (5.26), möglich ist. Deshalb werden




α0 α1 α3 α4 β0 β1 β3 β4 noc
]T
. (5.32)
Zur bequemen Bestimmung hat sich folgende Prozedur bewährt: Da nur Spannungszu-
stände mit h = −1/3 und h = 1/3 genutzt werden, können zunächst für jeden Zustand














Abb. 5.18.: Martensitentwicklung für den Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6 in Abhängigkeit der Versuch-
stemperatur: kalibriertes Materialmodell (sim) und experimentelle Daten (Symbole) aus [213].
Ersatzparameter αz, αd, βz und βd definiert werden:
αoc = αh (h) exp
−(〈ϑ− α3〉
α4
)2 , αh (h) =
αz, h = 1/3αd, h = −1/3 , (5.33)
βoc = βh (h) exp
−(〈ϑ− β3〉
β4
)2 , βh (h) =
βz, h = 1/3βd, h = −1/3 . (5.34)
Die Ersatzparameter sind immer positive reelle Zahlen. Anschließend werden die ur-
sprünglichen Parameter in pzred (5.32) durch Lösen von linearen Gleichungssystemen













worin die Konstanten kz und kd aus der mehrachsigkeitsabhängigen Arkustangensfunk-


















An dieser Stelle ist der uneindeutige Parameter α2 festzulegen. Hierzu wird
α2 = sign (αz − αd) α̂2 (5.38)
vereinbart, wodurch das Vorzeichen direkt hervorgeht und somit nur der Amplituden-
wert α̂2 ≥ 0 gewählt werden muss. Die Lösung des linearen Gleichungssystems (5.35)









Die Lösung ist zulässig, wenn α0 ≥ 0 und α1 ≥ −α02 . Sollte dies nicht der Fall sein,
muss α̂2 verändert werden. Als Ausgangswert wird α̂2 = 100 gewählt. Zur Bestimmung
von β0 und β1 wird analog verfahren.
Die sequentielle Parameterschätzung aus Abschnitt 5.4.2 ist im ersten Schritt anzu-
passen:
1. Bestimme die Ersatzparameter
paddred =
[
αz αd α3 α4 βz βd β3 β4 noc
]T
der durch die Gleichungen (5.33)–(5.34) auf einachsige Zug- und Drucklast redu-


































Die Berechnung von zsimi erfolgt mit der integralen OC-Beziehung (5.17). Der
Anfangsmartensitgehalt z0 ist durch die kalibrierte KM-Beziehung für jede Tem-
peratur gegeben. Jeder Versuch wird mit wi = 1/Mi gewichtet, wenn Martensit
gebildet wird, sonst gilt wi = 0. Wähle die freien Parameter α2 und β2 unter
Beachtung der Vorgabe (5.38). Anschließend werden die eigentlichen Parameter
α0, α1, β0 und β1 in pzred, Gl. (5.32), durch Rückrechnung nach Gl. (5.39) erhalten.
Die dargestellte Prozedur für Zug/Druckversuche lässt sich in ähnlicher Weise auch für
die Fälle Zug/Torsion bzw. Druck/Torsion angeben.
Für die verformungsinduzierte Martensitkinetik werden alle vorhandenen Daten zur
Parameteranpassung verwendet. Die Kraft-Verlängerungskurven (F -∆l) der Zugversu-
che werden jeweils bis zur Gleichmaßdehnung betrachtet. Somit können für die Para-
meteroptimierung wie in Abschnitt 5.4.1 Einelementtests verwendet werden. Ebenso
werden diese für die Druckversuche eingesetzt, ohne die Ausbauchung aufgrund von
Reibungseffekten zu berücksichtigen. Deshalb werden lediglich Daten bis zur techni-
schen Stauchung von 0.4 zur Parameterschätzung verwendet, unter der Annahme, dass
die Reibeffekte bis zu diesem Stauchgrad vernachlässigbar klein sind. Alle herangezo-
genen Versuche wurden mit einer technischen Dehnrate von 4 · 10−4 s−1 durchgeführt,
d. h. unter quasi-statischen Bedingungen. Zur Anpassung der Verfestigungsparameter
wird eine ausgewählte Untermenge an Versuchen gewählt, welche sich in der Versuchs-
temperatur und somit dem Martensitbildungsvermögen des Materials unterscheiden:
Bei ϑ = 213 K wird etwa 80 % α′-Martensit gebildet und die experimentelle Fließ-
kurve zeigt einen ausgeprägt sigmoidalen Verlauf. In diesem Temperaturbereich wird
zudem eine spannungsunterstützte Bildung vermutet und es liegt athermisch gebildeter
Martensit vor. Bei ϑ = 293 K wird 60 % α′-Martensit gefunden, welcher ausschließ-
lich verformungsinduziert ist, wohingegen bei der gewählten Temperatur 373 K kein































Abb. 5.19.: Kraft-Verlängerungskurven für den Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6 für unterschiedliche Tem-
peraturen: kalibriertes Materialmodell (sim) und experimentelle Daten (Symbole) aus [213]. Die Strich-
linien in (b) kennzeichnen FE-Simulationen der Druckversuche unter Beachtung der Ausbauchung
durch Coulombsche Reibung.
Martensit mehr vorliegt. Die Ergebnisse der Parameterschätzung nach einer Iteration
sind in den Abbildungen 5.18 und 5.19 anhand der Martensitentwicklung und Kraft-
Verlängerungskurven dargestellt. Die gefundenen Modellparameter sind in Tab. 5.3
zusammengefasst. Bis auf den Datenpunkt des Druckversuchs bei 213 K für ε ≤ −0.3
können alle experimentellen Ergebnisse der Martensitentwicklung sehr gut erfasst wer-
den. Sowohl die Kraft-Verlängerungskurven bei einachsigem Zug (Abb. 5.19 (a)) als
auch Druck (Abb. 5.19 (b)) werden vom kalibrierten Modell befriedigend wiedergege-
ben.
Für die Druckversuche sind in Ergänzung zur reibungsfreien Simulation auch Er-
gebnisse von FE-Simulationen mit Coulombschem Reibkontakt an den Stirnflächen
der Druckprobenkörper dargestellt. Als konstanter Reibkoeffizient ist µr =0.1 angenom-
men. Die Reibkraft ist direkt von der Druckkraft abhängig, weshalb die Abweichung bei
den Versuchen der tieferen Temperaturen mit höherer Verfestigung (293 bzw. 213 K)
stärker ausfällt. Trotzdem ist kaum eine Abweichung bis |∆l/l0| = 0.2 vorhanden. Die
relative Abweichung der maximal erreichten Kraft bei 213 K und |∆l/l0| = 0.4 zwi-
schen reibfreier und reibbehafteter Simulation beträgt 8.4 %. Dies kann als vertretbarer
Fehler erachtet werden.
Erst in den wahren Spannungs-Dehnungskurven der Experimente in Abb. 5.20 (a)
spiegelt sich die Asymmetrie des Verfestigungsverhaltens in Abhängigkeit der Lastrich-
tung wider. Systematisch liegen für ϑ ≤ 373 K die Spannungswerte der Druckver-
suche bei gleicher wahrer Dehnung |ε| über den Zugversuchen, obwohl tendenziell
mehr α′-Martensit unter einachsiger Zug- als unter Drucklast gebildet wird. Durch
die entsprechende Modellerweiterung um die J3-abhängige isotrope Verfestigung kann
dieser Befund quantitativ für die kalibrierten Temperaturen abgebildet werden, siehe
Abb. 5.20 (b). Zusätzlich sind Vorhersagen des Modells für die Fließkurven bei 313, 333
und 473 K eingezeichnet. Qualitativ kann insbesondere die verschwindende Asymmetrie
bei steigender Temperatur, siehe 473 K, vom Modell gut erfasst werden. Der Zugver-
such bei 313 K wird vom Modell etwas unterschätzt, obwohl die Martensitentwicklung









































Abb. 5.20.: Zug-Druck-Asymmetrie: wahre Spannungs-Dehnungskurven für einachsigen Zug (Vollli-
nie) und Druck (Strichlinie) bei verschiedenen Versuchstemperaturen. Experimentelle Daten aus [213].
genau getroffen wird. Weiterhin ist die simulierte Ausprägung der Verfestigungsasym-
metrie bei 333 K etwas zu schwach. In beiden Fällen ist während der Deformation
mit einer starken mechanischen Zwillingsbildung zu rechnen, welche im Modell nicht
enthalten ist und die Abweichungen erklären könnte.
5.5.3. Modellvalidierung
Der Idee von Prüger et al. [166] folgend, soll das Modell durch die Vorhersage des soge-
nannten Curve-Crossing-Effekts (Kreuzung der Fließkurven) validiert werden. Dieser
Effekt beruht auf dem Zusammenspiel von erhöhter Dehnrate, Probenerwärmung und
Martensitentwicklung, siehe Abschnitt 1.1.3. Für den betrachteten Werkstoff konnte
dieser Effekt bei Zug- und Drucklast festgestellt werden [166, 214].
Weiterhin bieten Versuche unter Verwendung von gekerbten Rundzuproben von Na-
gel [146] am X3CrMnNi 16-6-6 die Möglichkeit das Materialmodell bei höheren Mehr-
achsigkeiten h > 1/3 zu validieren.
Vorhersagen zur Dehnratenabhängigkeit
Zur Simulation des Curve-Crossing-Effekts im Dehnratenbereich ε̇t = 1 · 10−2...1 s−1
sind transiente thermomechanisch gekoppelte Berechnungen notwendig, wie von Prüger
[163, Abschnitt 11.4] mithilfe einer Dimensionsanalyse begründet. Neben der Proben-
erwärmung durch die inelastischen Prozesse sind Wärmeleitungsvorgänge und Kon-
vektion zu berücksichtigen. Da die Wärme über die Einspannung beim Zugversuch
bzw. über die Stempel beim Druckversuch abgeführt werden kann, sind diese Teile im
FE-Modell zu beachten.
In Abb. 5.21 sind die idealisierten Versuchsanordnungen unter Beachtung von Sym-
metrien (Rotationssymmetrie, Spiegelsymmetrie) skizziert, wie diese im FE-Modell ver-
wendet werden. Den eigentlichen Proben (hellgrau gefärbt) wird das kalibrierte Ma-
terialmodell für den TRIP-Stahl X3CrMnNi 16-6-6 zugewiesen. Das FE-Modell des
Zugversuchs wurde von Dr.-Ing. Stefan Prüger implementiert und hier zur Verfügung























Abb. 5.21.: Skizzen der Versuchsanordnungen für einachsige Zug- und Druckversuche als Ausgangs-
punkt der thermomechanisch gekoppelten FE-Rechnungen bei höheren Dehnraten. Die Proben sind
hellgrau gefärbt. Charakteristische Abmessungen: d1 =3.6 mm, l=10.5 mm, H=200 mm, D=60 mm,
d2 =6 mm, h=3 mm. Elementypen (ABAQUS): CAX4RT (Zugversuch), CAX8RT (Druckversuch).
Tab. 5.5.: Thermodynamische Parameter für die thermomechanisch gekoppelte Simulation.
Bauteil Parameter Einheit Maßzahl Quelle
Einspannung/Joch E MPa 210000 [45]
ν - 0.3 festgelegt
αinst K−1 11.1·10−6 [45]
ρ kgm−3 7720 [45]
cε Jkg−1K−1 470 [45]
λth Wm−1K−1 42.6 [45]
Druckstempel E MPa 650000 [199]
ν - 0.22 [1]
αinst K−1 5.2·10−6 [199]
ρ kgm−3 14800 [199]
cε Jkg−1K−1 225 [199]
λth Wm−1K−1 83 [199]
Probe ρ kgm−3 7780 [166]
cε Jkg−1K−1 455.57 [166]
λth Wm−1K−1 15 [166]
alle ht Wm−2K−1 8 [166]
hc Wm−2K−1 2000 [2]





















4 · 10−4 s-1
1 · 10−2 s-1
1 · 10−1 s-1
1 s-1
Abb. 5.22.: Einachsige Zugversuche bei erhöhter Dehnrate: Entwicklung der Spannung und des Mar-
tensitvolumenanteils in Abhängigkeit der wahren Dehnung ε. Experimentelle Daten sind als Symbole
dargestellt, Simulationsergebnisse als Volllinien. Experimentelle Daten aus [213].
gestellt. Die exakten geometrischen Daten des Aufbaus und der Proben sind in [166]
bzw. [213, Abschnitt 4.1] zu finden. Für den Druckversuch werden zylindrische Proben
(Höhe und Durchmesser je 6mm) verwendet. Der Kontakt beim Druckversuch wird als
reibungsfrei angenommen. Allen Maschinenteilen (Einspannung, Joch, Druckstempel–
dunkelgrau) wird ein thermoelastisches Verhalten unterstellt. Den Bauteilen des Zug-
versuchsaufbaus werden die Daten eines Vergütungsstahls (42CrMo 4) zugewiesen. Als
Stempelwerkstoff des Druckversuchs wird Wolframkarbid (WC-Co K20) verwendet,
siehe Tab. 5.5. Zudem wird Wärmekonvektion zwischen den Außenflächen und der
Umgebung mit dem konstanten Übergangskoeffizienten ht betrachtet. Als Umgebungs-
und Anfangstemperatur werden 293 K vorgeschrieben. Die Kontakt- und Übergangs-
bereiche beim Zugversuch werden durch die direkte Übertragung der FE-Knotenwerte
(Verschiebung und Temperatur) zwischen den in Kontakt stehenden FE-Knoten rea-
lisiert (ABAQUS [3]: *tie). Da sich beim Druckversuch die Kontaktfläche während
der Deformation ändert, können die FE-Knoten hier nicht direkt verbunden werden.
Anstelle dessen wird ein Flächenkontakt mit sehr guten Wärmeleitungseigenschaften
definiert (ABAQUS [3]: *gap conductance, Kontaktleitfähigkeit hc). Die Simulationen
werden verschiebungsgesteuert durchgeführt, wobei ū so gewählt ist, dass die geforderte
technische Dehnrate ε̇t im Dehnungsmessbereich der Proben vorliegt.
Zur experimentellen Auswertung der Martensitentwicklung wurden Versuche bei un-
terschiedlichen Dehn- bzw. Stauchgraden gestoppt. Anschließend erfolgte eine Proben-
nahme zur Messung des Martensitvolumenanteils mittels magnetischer Waage [213,
Abschnitte 4.3.3 und 4.3.5]. Beim Zugversuch wurde aus dem oberen Abschnitt des
Dehnungsmessbereichs eine Scheibe herausgetrennt, siehe Abb. 5.21. Aus den Druck-
proben wurden aus der Probenmitte Würfel mit 3 mm Kantenlänge herausgeschnitten,
wie durch den in Abb. 5.26 (a) rot hervorgehobenen Bereich angedeutet. Die magneti-
sche Waage bestimmt somit immer einen Mittelwert des Martensitgehalts über ein fini-
tes Probenvolumen. Prüger et al. [166] zeigen für den Zugversuch, dass im Messbereich
























4 · 10−4 s-1
1 · 10−1 s-1
1 s-1
Abb. 5.23.: Einachsige Druckversuche bei erhöhter Dehnrate: Entwicklung der Spannung und des
Martensitvolumenanteils in Abhängigkeit der wahren Stauchung |ε|. Experimentelle Daten sind als
Symbole dargestellt, Simulationsergebnisse als Volllinien. Experimentelle Daten aus [214].
keine homogene Martensitverteilung vorliegt. Deshalb werden die Martensitentwick-
lungen aus den FE-Rechnungen ebenfalls mithilfe einer Volumenmittelung bestimmt.
In Abb. 5.22 sind die Ergebnisse der Zugversuchssimulationen den experimentel-
len Daten in Form der wahren Spannungs-Dehnungskurven und Martensitentwicklung
gegenübergestellt. Für die Dehnraten ε̇t = 4 · 10−4...1 · 10−1 s−1 zeigt sich in der Span-
nungsantwort eine sehr gute Übereinstimmung bis ca. ε = 0.15. Die Überschneidung
der Fließkurven wird vom Modell qualitativ wiedergegeben. Da bereits die kalibrierte
Kurve des quasi-statischen Versuchs bei ε > 0.15 die experimentellen Daten leicht un-
terschätzt, siehe Abb. 5.19 (a), ist die gezeigte Abweichung bei den höheren Dehnraten
zu erklären. Trotzdem ist in guter Näherung eine Übereinstimmung festzustellen. Für
die höchste Dehnrate ε̇t = 1 s−1 liefert die Simulation im Anfangsbereich ein deutlich
niedrigeres Spannungsniveau, nähert sich jedoch ab ε > 0.1 dem experimentellen Ver-
lauf an. Die vorhergesagten Martensitevolutionen stimmen hingegen für alle Dehnraten
sehr gut mit den experimentellen Werten überein.
Für Druckbelastung bei höheren Dehnraten sind die Ergebnisse in Abb. 5.23 darge-
stellt. Der Curve-Crossing-Effekt für |ε̇t| = 1 · 10-1 s−1 und 1 s−1 wird in akzeptabler
Weise vorhergesagt. Die experimentellen Fließkurven werden leicht überschätzt. Im
untersuchten Deformationsbereich weisen die Martensitentwicklungen für |ε̇t| = 1 s−1
und 1 · 10-1 s−1 kaum eine Abweichung auf. Erst bei deutlich höheren Stauchgraden
(|ε| ≈ 0.9) liegt mehr Martensit für die niedrigere Dehnrate vor (hier nicht gezeigt).
Rückblickend zeigen sich auch für die Zugversuche lediglich geringe Unterschiede in
der Martensitentwicklung im Vergleich der beiden Dehnraten, siehe Abb. 5.22. Der
simulierte z-|ε|-Verlauf liegt für |ε̇t| = 1 · 10-1 s−1 in guter Übereinstimmung mit den
experimentellen Daten. Für |ε̇t| = 1 s−1 wird die Unterdrückung der Phasenumwand-
lung zu stark prognostiziert, allerdings erst ab |ε| > 0.15.
Als weiteres Ergebnis der Simulation liegen die örtliche Verteilung und der zeitli-
che Verlauf der Temperaturfelder vor. Von Wolf [213] wurden punktuell die Tempera-
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(b) ε̇t = 1 s−1
Abb. 5.24.: Temperaturerhöhung ∆ϑ an den Messstellen aus Abb. 5.21 während der Deformation für
Zugversuche bei verschiedenen Dehnraten. Mit MS 1 + und MS 1 - sind die simulierten Kurven bei ei-
ner Abweichung von 1 mm von der Zielposition (Probenlängsrichtung) gekennzeichnet. Experimentelle
Daten aus [213].
turentwicklungen an bestimmten Messstellen der Zug- und Druckproben mithilfe von
applizierten Thermoelementen bestimmt. Entsprechende Messergebnisse liegen für die
Dehnraten |ε̇t| = 1 · 10-1 s−1 und 1 s−1 vor. Die Positionen der an den Oberflächen an-
gebrachten Thermoelemente sind in Abb. 5.21 dargelegt: Messstelle MS 1 befindet sich
am oberen Ende des Dehnungsmessbereichs der Zugprobe – quasi am Übergangsradius.
MS 2 und MS 3 sind in der Mitte der jeweiligen Dehnungsmessbereiche angebracht.
Die Messstelle MS 1 ist kritisch zu betrachten, da sich diese in einem Bereich befindet,
in dem sich der Probenquerschnitt stark ändert. Aus den Simulationen sind deshalb
auch die Temperaturverläufe an Positionen abgegriffen, welche um ±1 mm in Pro-
benlängsrichtung von der Zielposition abweichen. Dieses Vorgehen erfolgt auch für die
Auswertung der simulierten Druckversuche an MS 3.
In Abb. 5.24 sind die Temperaturentwicklungen in Abhängigkeit der technischen
Dehnung für die Zugversuche bei den verschiedenen Dehnraten gezeigt. Zunächst fällt
auf, dass die Temperaturentwicklungen in der Probenmitte (MS 2) für beide Dehnraten
vergleichbar sind. Die simulierten Verläufe zeigen eine sehr gute Übereinstimmung mit
den Messergebnissen.
An der kritischen Messstelle MS 1 zeigen die simulierten Kurven, dass geringe Ab-
weichungen von der Zielmessposition in starken Abweichungen der Temperaturverläufe
münden. Für |ε̇t| = 1 ·10-1 s−1 lassen sich damit die experimentell festgestellten Diskre-
panzen bei Mehrfachbestimmungen erklären. Die Grenzfälle der Simulation liegen nahe
der zwei experimentell aufgenommenen Kurven. Bei |ε̇t| = 1 s−1 stimmen die Verläufe
gerade an der angenommenen idealen Messposition überein. Die Simulationen zeigen
weiterhin, dass im Dehnungsmessbereich der Probe bei leicht erhöhten Dehnraten kei-
ne konstante Verteilung der Temperatur und somit auch inhomogene Verteilungen der
weiteren temperaturabhängigen Zustandsvariablen (z, r) vorliegen, wie bereits durch
die Vorarbeit von Prüger et al. [166] bekannt.
In Abb. 5.25 sind die Temperaturentwicklungen unter Druckbelastung dargestellt.
Hier zeigt eine Abweichung von der angestrebten Messposition nur eine geringfügige
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(b) |ε̇t| = 1 s−1
Abb. 5.25.: Temperaturerhöhung ∆ϑ an den Messstellen aus Abb. 5.21 während der Deformation
für Druckversuche bei verschiedenen Dehnraten. Mit MS 3 +- ist die simulierte Kurve bei einer
Abweichung von 1 mm von der Zielposition (Probenlängsrichtung) gekennzeichnet. Experimentelle
Daten aus [213].











































(b) Pfad entlang der Rotationsachse in eingezeichneter vertikaler
Richtung
Abb. 5.26.: Temperatur- und Martensitverteilung in der Druckprobe bei εt = 0.5.
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Tab. 5.6.: Dimensionen der gekerbten Rundzugproben (in mm).
Bezeichnung R d0 d1 l0
RS ∞ 6.0 - 26.8
R1 1.5 6.0 12.0 35.0
R2 2.0 6.0 12.0 23.175
R4 4.0 6.0 12.0 23.46
R8 8.0 6.0 12.0 24.37
Änderung im Temperaturverlauf. Für |ε̇t| = 1 · 10-1 s−1 liegt eine sehr gute Überein-
stimmung zwischen Simulation und Experiment vor. Im Gegensatz dazu überschätzt
die Simulation die Temperaturerhöhung bei |ε̇t| = 1 s−1 merklich. Ein wichtiger Befund
ist jedoch das qualitative Verhalten: Während für die höhere Dehnrate |ε̇t| = 1 s−1 ein
parabelförmiger Verlauf der Temperatur zu erkennen ist, gibt es einen Wendepunkt im
Verlauf bei |ε̇t| = 1 ·10-1 s−1 in Experiment und Simulation. Während die Temperatur-
entwicklung bei der höchsten Dehnrate |ε̇t| = 1 s−1 auch zufriedenstellend unter der
Annahme adiabaten Verhaltens abgebildet werden kann, vgl. [214], ist das Ergebnis für
|ε̇t| = 1 · 10-1 s−1 nur durch die Verwendung thermomechanischer Simulationen unter
Beachtung von Wärmeleitungsvorgängen zu erzielen. In Abb. 5.26 (a) sind Temperatur-
und Martensitfeld für diesen Fall am Ende des Druckversuchs dargestellt. Deutlich zu
erkennen ist eine inhomogene Ausprägung bezüglich der Längsrichtung der Probe. Die
Differenz der Temperatur zwischen oberem Probenrand und -mitte beträgt dabei ca.
25 K, siehe Abb. 5.26 (b). Die Druckstempel leiten einen bedeutenden Teil der Wärme
ab. Aus der inhomogenen Temperaturverteilung resultiert eine Differenz im Martensit-
volumenanteil von ca. 0.2 über die Probenhöhe. Die Verfestigungseigenschaften variie-
ren somit ebenfalls innerhalb der Probe und führen auch ohne Berücksichtigung von
Reibung zur leichten Ausbauchung durch das frühere und stärkere plastische Fließen
in der Probenmitte.
Die Ergebnisse der thermomechanisch gekoppelten Simulationen mit dem vorgeschla-
genen Materialmodell sind als zufriedenstellend zu bewerten. Die Vorhersagen stimmen
qualitativ und mit akzeptabler Abweichung quantitativ mit den experimentellen Be-
funden überein. Der Einfluss der aus der Literatur angenommenen thermodynami-
schen Parameter, Tab. 5.5, ist an dieser Stelle nicht weiter untersucht wurden. Das
Materialmodell liefert als Wärmequelle den vollen Beitrag aus der Dissipationsleistung
σ : (Dpl +Dtrip), allerdings wird keine zusätzliche latente Wärme aufgrund der Pha-
senumwandlung angenommen. Obwohl dies eine deutlich vereinfachende Annahme ist,
zeigt die gute Übereinstimmung der Temperaturentwicklungen eine gewisse Zulässig-
keit dieser Annahme.
Für die Abbildung des Curve-Crossing-Effekts wurden viskoplastische Parameter m
und ε̇0 verwendet, welche für den kommerziellen Stahl X5CrNi 18-10 in [223] angegebe-
nen werden. Bei moderaten Dehnraten bis |ε̇t| = 1 ·10-1 s−1 kann hiermit das Verhalten
von X3CrMnNi 16-6-6 gut erfasst werden.
Vorhersagen bei mehrachsiger Beanspruchung
Zur Herstellung von Kerbzugproben wurde eine weitere Gusscharge mit der Zielzusam-
mensetzung aus Tab. 5.4 erzeugt, siehe Nagel [146]. Es liegt eine geringe Abweichung
von der gewünschten Zusammensetzung vor, wodurch sich auch die thermomechani-





















Abb. 5.27.: Prinzipskizzen der (a) Kerbzuproben und (b) glatten Rundzugprobe. Rotations- und
Spiegelsymmetrie sind angedeutet, welche für die FE-Modelle verwendet werden. Die Dimensionen
der verschiedenen Varianten sind in Tab. 5.6 zusammengefasst.
schen Eigenschaften leicht unterscheiden. Die Geometrien der Kerbzugproben mit Ab-
maßen und die Lasteinleitung (Verschiebungsvorgabe) sind in Abb. 5.27 skizziert. Die
Rotations- und Spiegelsymmetrie der Problemstellung werden ausgenutzt (Elementtyp:
ABAQUS CAX8RT). Die charakteristischen Dimensionen und Bezeichnungen der Pro-
ben sind in Tab. 5.6 angegeben. Die Belastungsrate beträgt ˙̄u = 0.5 mm/min, welche
als quasi-statische Last bewertet werden kann. Die Temperatur während der Versu-
che beträgt ϑ = 293 K. Die Längenänderung wurde mithilfe eines Videoextensometers
optisch bestimmt. Allein für die Probe R1 wurde ein Dehnungsclip eingesetzt.
Die Gegenüberstellung der simulierten Kraft-Längenänderungsverläufe mit den ex-
perimentellen Daten ist in Abb. 5.28 dargestellt. Der Vergleich der Ergebnisse des
glatten Zugversuchs RS zeigt, dass das Material von Nagel [146] eine etwas höhere An-
fangsfließspannung und eine etwas schwächere Verfestigung als die zur Kalibrierung des
Stoffgesetzes verwendete Legierung von Wolf [213] besitzt. Die Abweichung ist jedoch
gering. Die Strukturantwort der Kerbzugversuche wird von der Simulation vor dem
plötzlichen Lastabfall in den experimentellen Kurven gut erfasst. Für R1–R4 zeigt sich
eine geringe Unterschätzung der Kraftniveaus, welche auf die erwähnte Abweichung in
der Anfangsfließspannung zurückgeführt werden kann. Ohne den Einfluss von Schädi-
gung wird der Punkt des Lastabfalls klar verfehlt. Die Entfestigung in der Simulation
wird allein durch diffuses Einschnüren aufgrund der geometrischen Nichtlinearität her-
vorgerufen. Das Modell ist somit in der Lage, auch bei höheren Spannungsmehrach-
sigkeiten das Materialverhalten abzubilden. Der Bereich der in den Kerbzugversuchen
durchlaufenen Mehrachsigkeit wird im nächsten Kapitel noch genauer untersucht.
















Abb. 5.28.: Kraft F über Längenänderung ∆l/l0 für die Versuche mit verschieden gekerbten Rund-
zugproben. Volllinien kennzeichnen die durch die Simulation vorhergesagten Ergebnisse, Punktlinien
sind experimentelle Daten aus [146, 164].
5.6. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen
Das vorgeschlagene Transformationskriterium für athermische und spannungsunter-
stützte α′-Martensitbildung wurde auf die Datenbasis des vollständig umwandlungs-
fähigen Maraging-Stahls Marval X12 [145] angepasst. Die Datenbasis liefert Ergeb-
nisse zum Deformationsverhalten während der Abkühlung bei verschiedenen konstan-
ten Haltespannungen (Zug, Druck, Torsion), zur Martensitkinetik (z-ϑ-Kurven) sowie
zum anfänglichen Fließverhalten unter Einfluss der spannungsunterstützten Phasenum-
wandlung. Die verfolgte Kalibrierungsstrategie ermöglicht eine eindeutige Festlegung
der eingeführten Modellparameter mithilfe der vorliegenden Daten.
Da die Beschreibung der athermischen Martensitkinetik nach Koistinen und Mar-
burger [101] nicht dem qualitativen Verlauf der Experimente entspricht, wird eine em-
pirische Erweiterung der Transformationsbarriere des Modells um einen exponentiell
sättigenden Term vorgeschlagen. Hiermit ist eine qualitativ und quantitativ verbesserte
Abbildung möglich.
Ausgangspunkt zur Modellierung der makroskopischen TRIP-Kinematik in dieser
Arbeit, sowie in einer Vielzahl von Publikationen, ist ein im Spannungsdeviator S linea-
rer Ansatz: Dtrip ∝ S. Im vorliegenden Modell ist die TRIP-Kinematik zur druck- und
J2-abhängigen Umwandlungsbedingung assoziiert. Aufgrund des linearen Zusammen-
hangs kann das experimentell festgestellte Deformationsverhalten des Marval X12 nur
in einem beschränkten Haltespannungsbereich der Unterkühlungsversuche akzeptabel
modelliert werden. Eine Erweiterung um eine Lastrichtungsabhängigkeit (J3-Einfluss)
und eine Nichtlinearität in der Spannung wird vorgeschlagen, welche sehr gute Ergeb-
nisse für diesen Anwendungsfall erwarten lässt, siehe Anhang A.6. Aus der Anpassung
an Marval X12 geht eine Greenwood-Johnson-Konstante kgj = 6.415 · 10−5 MPa−1
als Referenzwert hochlegierter Stähle hervor.
Das Modell erfasst trotz seiner pragmatischen Einfachheit qualitativ und in guter Nä-
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herung quantitativ folgende beobachtete Effekte von hochlegierten TRIP-Stählen: (i)
die Dehnungsantwort bei Abkühlung unter konstanter, einachsiger Zug/Druckbelastung
sowie Schub; (ii) die spannungsabhängige Verschiebung der Umwandlungstemperatur;
(iii) die Anomalie der Anfangsfließspannung aufgrund der spannungsunterstützten Mar-
tensitbildung. Das Modell vereint in einer konsistenten Weise die Ansätze von Mahnken
und Schneidt [129] und Hallberg et al. [75]. Jedoch können die von Nagayama et al.
[145] berichteten Effekte aufgrund von Rückspannungen bzw. transformationsinduzier-
tem Rückfließen bei zwischenzeitlicher Entlastung während der Abkühlung nicht vom
Modell erfasst werden. Ein Simulationsbeispiel zur Wärmebehandlung eines Bauteils
weist die Anwendbarkeit des Modells nach.
Weiterhin wurden Ergebnisse zum verformungsinduzierten Umwandlungs- und Ver-
festigungsverhalten der kommerziellen Legierung X5CrNi 18-10 und des Gussstahls
X3CrMnNi 16-6-6 des SFB 799 verwendet, um die entsprechenden temperatur- und
spannungsabhängigen Terme des Materialmodells zu konkretisieren. Sowohl X3CrMnNi
16-6-6 als auch X5CrNi 18-10 weisen nur eine geringe bzw. keine Tendenz zur athermi-
schen bzw. spannungsunterstützten Bildung von Martensit auf. Die Martensitkinetik
wird deshalb durch einen modifizierten Ansatz nach Olson und Cohen [150] beschrie-
ben.
Die mithilfe der Spannungsmehrachsigkeit h modifizierte OC-Kinetik ist in der La-
ge, die experimentell am häufigsten beobachtete Tendenz z (h = −1/3) ≤ z (h = 0) ≤
z (h = 1/3) abzubilden. Dies wird anhand von Literaturdaten zu verschiedenen hoch-
legierten TRIP-Stählen gezeigt.
Die heuristisch-empirische Modifikation der Parameter αoc (ϑ) und βoc (ϑ) der OC-
Kinetik eignet sich hervorragend zur Abbildung der Temperaturabhängigkeit der ver-
formungsinduzierten α′-Martensitbildung. Trotz des empirischen Charakters der Er-
weiterung liefert diese sehr gute Vorhersagen außerhalb des kalibrierten Bereichs, was
insbesondere am Beispiel des X5CrNi 18-10 gezeigt werden kann.
In Übereinstimmung mit den Ergebnissen von Hallberg et al. [75] kann das Verfes-
tigungsverhalten der Werkstoffe X5CrNi 18-10 und X3CrMnNi 16-6-6 bei verschiede-
nen Temperaturen durch das Zusammenwirken des Modells der temperaturabhängigen
Martensitentwicklung, einer empirischen Mischungsregel innerhalb der isotropen Ver-
festigungsfunktion sowie alleiniger direkter Temperaturabhängigkeit der Anfangsfließ-
spannung erfasst werden.
Die vorgeschlagene iterativ-sequentielle Parameterschätzung stellt eine zielführen-
de und effiziente Strategie zur Bestimmung der Modellparameter dar. Hierbei ist es
möglich, die Parameter der OC-Kinetik vorab zu schätzen und anschließend die Verfes-
tigungsparameter zu bestimmen. Somit wird eine gleichzeitige, unstrukturierte Schät-
zung aller Modellparameter umgangen. Voraussetzung hierfür ist die Festlegung des
Parameters der TRIP-Kinematik (Greenwood-Johnson-Konstante). Dieser wird für
X5CrNi 18-10 und X3CrMnNi 16-6-6 in der Größenordnung des für Marval X12 ge-
fundenen Wertes mit kgj = 8 · 10−5 MPa−1 gewählt. Bei dieser Wahl liegt für X5CrNi
18-10 im Fall einer nahezu vollständigen, verformungsinduzierten Umwandlung im ein-
achsigen Zug eine transformationsinduzierte Dehnung von 6.4 % vor. Dieser Befund
entspricht einer Größenordnung, welche auch aus Experimenten geschlussfolgert wer-
den kann.
Zur Validierung des Modells für X3CrMnNi 16-6-6 wurden dessen Dehnratenabhän-
gigkeit unter einachsiger Zug- und Drucklast, die in den Versuchen gemessene Tempera-
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turerhöhung bei den verschiedenen Dehnraten sowie das Verhalten unter mehrachsiger
Beanspruchung bei quasi-statischer Belastung vorhergesagt.
Der charakteristische Kreuzungseffekt der Spannungs-Dehnungskurven (Curve-Cross-
ing-Effekt) im Dehnratenbereich ε̇t = 4 · 10−4...1 s−1 kann sowohl für Zug- als auch für
Druckbeanspruchung zufriedenstellend vorhergesagt werden. Ebenfalls wird die Mar-
tensitentwicklung für die verschiedenen Dehnraten in akzeptabler Weise abgebildet.
Somit sind die viskoplastische Beschreibung, die temperaturabhängige Erweiterung
der OC-Kinetik sowie die Wahl der isotropen Verfestigungsfunktion als brauchbare
Annahmen anzusehen. Die Validierung anhand des Curve-Crossing-Effekts beschränkt
sich auf die Anfangstemperatur von 293 K der jeweiligen Versuche. Die Berechnungen
und das Materialmodell werden durch die zufriedenstellenden Vorhersagen der Tempe-
raturentwicklungen an verschiedenen Messstellen während der Zug/Druckversuche bei
den erhöhten Dehnraten ε̇t = 1 · 10−1, 1 s−1 validiert.
Durch die vertretbare Vorhersage der Kraftantwort gekerbter Zugversuche durch
das kalibrierte Materialmodell ist dessen Anwendung in strukturmechanischen Simu-
lationen unter mehrachsiger Belastung gerechtfertigt. Insbesondere aufgrund der vom
Lode-Winkel abhängigen Verfestigung des Modells sind weitere Versuche zur vollstän-
digen Validierung durchzuführen. Höhere Mehrachsigkeiten bei anderen Lode-Winkeln
werden durch biaxiale Zugversuche an Blechen (ebener Spannungszustand) oder EVZ-
Proben („flat grooved plates tensile tests“ [11]) erreicht. Weiterhin ist ein Torsionsver-






Die Kalibrierung und Bewertung des regularisierten Schädigungsmodells unter isother-
men, quasi-statischen Bedingungen anhand von Daten des Stahls X3CrMnNi 16-6-6 ist
Ziel dieses Kapitels. Dazu wird die von Seupel und Kuna [190] vorgeschlagene Strategie
verfolgt:
1. Bestimmung der Verfestigungsparameter unter der Annahme ungeschädigten
Materialverhaltens
2. Ableitung eines geeigneten Schädigungsindikators ω mithilfe numerischer Si-
mulationen
3. Bestimmung der Schädigungsparameter des Modells (q1, q2, D0, εc, Lnl) durch
Simulation von bruchmechanischen Versuchen und Abgleich mit den experimen-
tellen Ergebnissen (z. B. Risswiderstandskurven)
Die einzelnen Schritte werden in den nachfolgenden Abschnitten näher untersucht und
diskutiert.
6.1. Ungeschädigtes Materialverhalten
Mit dem kalibrierten thermomechanischen Modell des X3CrMnNi 16-6-6, siehe Ab-
schnitt 5.5, liegt bereits ein adäquater Ansatz für das ungeschädigte Materialverhal-
ten vor. Die vorgeschlagenen Konkretisierungen zum temperatur- und spannungszu-
standsabhängigen Verfestigungsverhalten bzw. Martensitentwicklung können auf das
mikromorphe Schädigungsmodell übertragen werden. Die Durchführung und Simula-
tion aller nachfolgenden Versuche erfolgt bei Raumtemperatur (ϑ̄ = 293 K), wobei
für X3CrMnNi 16-6-6 allein die verformungsinduzierte Martensitbildung vorliegt. Das
konkretisierte schädigungsmechanische Modell ist in Box 6 zusammengefasst.
Die bereits bestimmten Parameter der Martensitkinetik und asymmetrischen Ver-
festigung aus Tab. 5.3 werden in diesem Kapitel übernommen. Da für die weiteren
schädigungsmechanischen Untersuchungen die Versuchsdaten von Nagel [146] (glatte
und gekerbte Rundzuproben, siehe Abb. 5.28) verwendet werden, wird eine geringfügi-
ge Korrektur der Verfestigungsparameter vorgenommen (Tab. 6.1). Hierzu erfolgt die
gleichzeitige Anpassung an die Daten der Zugversuche RS und R8. Der Schädigungs-
einfluss wird durch die Parameterwahl D0 = 0 und q2 = 0 unterdrückt. Der Vergleich
zwischen Experimenten und Simulationen mit dem neu kalibrierten Materialmodell
ist in Abb. 6.1 dargestellt. Die experimentellen Kurven werden trotz vernachlässigter
Schädigung bis zum plötzlichen Lastabfall sehr gut erfasst.
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Box 6. Mikromorphes Schädigungsmodell für den Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6
• Kinematik
D = Del +Dpl +Dtrip
• Konstitutive Beziehungen, Zustandsvariablen ZV =
{
εellog, r, fsb, z, εnl, gradεnl; ϑ̄
}

σ̂ = C : Del, σ = (1−D) σ̂
Y = − 12E
(
2
3 (1 + ν) σ̂
2
eq + 3 (1− 2ν) σ̂2h
)
• Dissipationspotential
Φ (σ) = (1−D) ε̇0σy
m+ 1
(











































κ̇ ≥ 0, κ̇ (εnl − κ) = 0, εnl − κ ≤ 0







D̄, D̄ < Dc
Dmax (1− exp (−a∗ (κ− κ∗))) , D̄ ≥ Dc






1 + b2 (1− cos 3φ)
)
ε̇eq ḟsb = αoc (1− fsb) ε̇eq
ż = (1− z)βoc noc f (noc−1)sb ḟsb
• Abhängigkeiten der Materialparameter von Zustandsvariablen und Spannungszustand
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Abb. 6.1.: Simulationen der Kerbzugversuche des X3CrMnNi 16-6-6 mit korrigierten Verfestigungspa-
rametern, Tab. 6.1. Volllinien kennzeichnen die simulierten Ergebnisse, Punktlinien sind experimentelle
Daten aus [146, 164].
Tab. 6.1.: Korrigierte Verfestigungsparameter für den Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6 für die schädi-
gungsmechanischen Simulationen.
Parameter Einheit Maßzahl Quelle Parameter Einheit Maßzahl Quelle
Σ0 MPa 208.0 kalibriert rc - 0.332 kalibriert
H0 MPa 1439.0 kalibriert Z1 MPa 356.0 kalibriert
Hinf MPa 202.819 kalibriert Z2 - 1.104 kalibriert
q - 0.861 kalibriert Z3 - 1.313 kalibriert
6.2. Schädigungsindikator und Schädigungsinitiierung
Zur Ableitung eines geeigneten Schädigungsindikators ω werden die Simulationsergeb-
nisse der Kerbzugversuche unter der Annahme des ungeschädigten Materialverhaltens
herangezogen. Aus den FE-Ergebnissen kann die Entwicklung von schädigungsrelevan-
ten Zustandsvariablen an Positionen extrahiert werden, an denen der Schädigungsbe-
ginn vermutet wird. Die Lastgeschichte wird zunächst bis zum ersten steilen Lastabfall
ausgewertet, welcher in den Experimenten auftritt. Die vorläufige Annahme, dass Last-
abfall und Schädigungsinitiierung zusammenfallen, wird getroffen, da keine weiteren ex-
perimentellen Informationen zur Charakterisierung des Schädigungsbeginns vorliegen,
wie z. B. in [44, 120].
Für Baustähle [121], Druckbehälterstähle [190] und hochfeste martensitische Stähle
[44] mit guten Duktilitäten wird bei Kerbzugversuchen von einer vorrangigen Initiie-
rung der Schädigung in der Probenmitte in Höhe des geringsten Querschnitts berichtet.
Alle genannten Stähle weisen vor Versagen ein ausgeprägtes diffuses Einschnürverhal-
ten auf. Als Schädigungsindikator für diese Anwendungsfälle hat sich eine empirische
Darstellungen des Rice-Tracey-Kriteriums [12, 44] etabliert:
ω (h, εeq) =
∫ εeq(t)
0
Ω (σ) dεeq, Ω (h) = C1 exp (C2h) , ωc = 1. (6.1)

































Abb. 6.2.: Verteilung von Zustandsvariablen vor dem experimentell beobachteten Lastabfall für den
Kerbzugversuch R2: (a) plastische Vergleichsdehnung, (b) Martensitvolumenanteil, (c) Mehrachsigkeit,
(d) maximale Hauptspannung. Mit M-PM und M-KG sind die Positionen für die Auswertung der
Zustandsvariablen über der Lastgeschichte gekennzeichnet.
Für den TRIP-Stahl zeigt sich die in Abb. 6.2 dargestellte Ausprägung der interes-
sierende Zustandsgrößen am Beispiel des Versuchs R2: Kurz vor dem Lastabfall befin-
det sich die maximale plastische Vergleichsdehnung am Kerbgrund (Position M-KG in
Abb. 6.2 (a)), wohingegen die höchste Mehrachsigkeit im Probenzentrum (Position M-
PM in Abb. 6.2 (c)) vorliegt. Da die Bildung von Martensit direkt mit der plastischen
Deformation einhergeht und der Mehrachsigkeitseinfluss für h > 1/3 sättigt, liegt der
maximale Martensitvolumenanteil lokal im Kerbgrund vor, siehe Abb. 6.2 (b). In der
Literaturrecherche, Abschnitt 1.1.5, wurde herausgearbeitet, dass die nahezu vollstän-
dig martensitischen Bereiche möglicherweise spröde versagen und somit zur Schädi-
gungsnukleation beitragen können. Als typisches Kriterium für Sprödbruch wird das
Erreichen einer kritischen Hauptnormalspannung verwendet. Abb. 6.2 (d) zeigt, dass
die maximale Hauptspannung σ̂I ebenfalls im Bereich des Kerbgrunds auftritt. Die
Kombination aus maximaler plastischer Deformation, starker Martensitbildung und
höchster Belastung qualifiziert den Kerbgrund deshalb als eine potentielle Stelle der
Schädigungsinitiierung. Lindner et al. [122] zeigen für eine Nickelbasislegierung, dass
sowohl das Rice-Tracey-Kriterium als auch die Normalspannungshypothese (MH)






, ωc = 1, (6.2)
gleichermaßen zur Beschreibung des Versagens geeignet sind. Die untersuchte Nickel-
basislegierung ist ein hochfester Werkstoff, welcher Plastizität aufweist und trotzdem
im Kerbzugversuch plötzlich versagt. Auch für Titan wird die Anwendung der Nor-
malspannungshypothese in Betracht gezogen, obwohl auch hier Plastizität beobachtet
wird [122]. Die Befunde zu den verschiedenen metallischen Werkstoffen motivieren die








































(b) 18Ch2MFA (≈17CrMoV 9) [190]
Abb. 6.3.: Kraft-Verlängerungskurven der Kerbzugversuche von X3CrMnNi 16-6-6 und 18Ch2MFA
im Vergleich.
Evaluierung beider Kriterien (Rice- Tracey-Kriterium und MH) für den TRIP-Stahl.
Ein Vergleich der experimentellen Daten des TRIP-Stahls mit Kerbzugdaten des hö-
herfesten Druckbehälterstahls 18Ch2MFA (≈17CrMoV 9) aus der eigenen Vorarbeit
[190] soll zur Darstellung einiger Besonderheiten dienen. Für die Kerbzugversuche an
18Ch2MFA wurden die gleichen Probengeometrien in Bezug auf den Nenndurchmesser
d0 verwendet. In Abb. 6.3 sind die Kraft-Verlängerungskurven für X3CrMnNi 16-6-6
und 18Ch2MFA in Abhängigkeit der Kerbgeometrie zum Vergleich dargestellt. Aus
der Gegenüberstellung wird deutlich, dass das maximal erreichbare Lastniveau für den
Druckbehälterstahl stark von der Kerbwirkung abhängt, wohingegen für den TRIP-
Stahl nahezu die gleiche Maximalkraft (ca. 24 kN) für die unterschiedlich gekerbten
Proben vorliegt. Makroskopisch erreicht der TRIP-Stahl im Vergleich zu 18Ch2MFA
bei gleichem Kerbradius höhere Verformungen. Während der Druckbehälterstahl eine
geringe Gleichmaßdehnung besitzt und ein relativ großer Bereich allmählichen Last-
abfalls durch diffuses Einschnüren vorliegt, wird die durch Einschnürung verursachte
geometrische Entfestigung aufgrund der hervorragenden Verfestigungseigenschaften des
TRIP-Stahls hinausgezögert. Der starke Lastabfall setzt hingegen nahezu ohne Über-
gangsbereich ein.
Zur Kalibrierung des RT-Kriteriums werden Mehrachsigkeit h und plastische Ver-
gleichsdehnung εeq für alle Kerbzuggeometrien in der Probenmitte (M-PM) bis zum ex-
perimentellen Lastabfall ausgewertet. Das Ergebnis ist in Abb. 6.4 (a) dargestellt und
kann mit den Befunden für 18Ch2MFA verglichen werden, siehe Abb. 6.4 (b). Dabei
werden die konträren Tendenzen sichtbar: Zu Lastbeginn (εeq ≈ 0) liegen zunächst un-
terschiedliche Mehrachsigkeiten aufgrund der verschiedenen Kerbradien vor. Während
die Mehrachsigkeit für 18Ch2MFA bei zunehmender Verformung aufgrund der diffu-
sen Einschnürung erhöht wird, ermöglicht die starke Verfestigung des TRIP-Stahls den
Abbau der Mehrachsigkeit. Betrachtet man den Verlauf der Schädigungsinitiierungs-
punkte für 18Ch2MFA (◦), so ist die exponentiell abfallende Tendenz der plastischen
Vergleichsdehnung mit zunehmender Mehrachsigkeit nach dem Rice-Tracey-Modell
offensichtlich. Hingegen ist der Einfluss der Mehrachsigkeit für den TRIP-Stahl deut-
lich weniger ausgeprägt. Aus pragmatischer Sicht würde ein rein dehnungsbasiertes





























































(d) M-KG X3CrMnNi 16-6-6
Abb. 6.4.: Lastgeschichte bis zur Schädigungsinitiierung (◦) in der Probenmitte (M-PM) bzw. am
Kerbgrund (M-KG) der unterschiedlichen Kerbzugversuche. Die schwarze Volllinie kennzeichnet jeweils
das kalibrierte Inititierungskriterium für ω (h = const, εeq) = ωc (a)–(c)) bzw. ω (σ̂I) = ωc in (d). In
(a)+(c) kennzeichnet die Strichlinie ein rein dehnungsbasiertes Initiierungskriterium, welches für die
Probenmitte kalibriert ist.
Kriterium ausreichen, um eine mögliche Schädigungsinitiierung in der Probenmitte zu
beschreiben, siehe Abb. 6.4 (a). Da jedoch die höchste plastische Vergleichsdehnung
am Kerbgrund zu finden ist, siehe Abb. 6.2 (a), kann dieses Vorgehen nicht geeignet
sein. In Abb. 6.4 (c) sind die Lastgeschichten bis zur Schädigungsinitiierung am Kerb-
grund dargestellt. Daraus geht hervor, dass dort bei allen Versuchen annähernd die
gleiche plastische Verformung am makroskopischen Versagenspunkt vorliegt. Genauso
wird etwa der gleiche Martensitvolumenanteil erreicht. Somit würden zur Beschrei-
bung der Schädigungsinitiierung beim Kerbzugversuch die am Kerbgrund kalibrierten
Schädigungsindikatoren der Art
ω (εeq) = C0
∫ εeq(t)
0
dεeq oder ω (z) = C0
∫ z(t)
0
dz mit ωc = 1 (6.3)
für R1–R4 funktionieren.
Zur Bewertung der MH-Hypothese sind in Abb. 6.4 (d) die Entwicklungen der ma-
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ximalen Hauptspannung am Kerbgrund für die verschiedenen Probengeometrien dar-
gestellt. Beim vermuteten Schädigungsbeginn liegt für R1–R4 eine Spannung σI ≈
1600 MPa an. Mit der vorhandenen Datenlage würden Schädigungsindikatoren ba-
sierend auf der plastischen Vergleichdehnung, dem Martensitvolumenanteil oder der
Normalspannungshypothese gleichwertige Ergebnisse für die Kerbzugversuche liefern.
Rein dehnungsbasierte Kriterien ohne Einfluss des Spannungszustandes sind im Be-
reich des duktilen Versagens allerdings unüblich. Als Alternative wird angenommen,
dass der Schädigungsbeginn zwischen Kerbgrund (höchste plastische Verformung) und
Probenmitte (höchste Mehrachsigkeit) konkurriert und fast gleichzeitig über dem ge-
ringsten Querschnitt eintritt. Deshalb werden die Daten an beiden Positionen zur Ka-
librierung eines Schädigungsindikators nach dem Rice-Tracey-Ansatz genutzt. Das
beste Ergebnis liefert eine Modifikation des Rice-Tracey-Modells (R&T) unter Be-
rücksichtigung des rein dehnungskontrollierten Kriteriums (6.3):
ω (h, εeq) =
∫ εeq(t)
0
Ω (h) dεeq, Ω (h) = C1 exp (C2h) + C0, ωc = 1. (6.4)
Die Modifikation enthält demnach eine zusätzlich konstante Gewichtung der plasti-
schen Vergleichsdehnung mit C0. Zur Vermeidung numerischer Probleme bei hohen
Mehrachsigkeiten aufgrund der Exponentialfunktion wird eine Obergrenze hmax = 3.5
festgelegt, welche in die Auswertung des Schädigungsindikators eingeht.
Mit den kalibrierten Schädigungsindikatoren (R&T und MH), siehe Tab. 6.2 und
Abb. 6.4, wurden die Berechnungen der Kerbzugversuche des TRIP-Stahls wieder-
holt und jeweils beim Erreichen von ωc im Sinne eines erreichten Versagenskriteri-
ums abgebrochen. Die Ergebnisse in Form der Kraft-Längenänderungskurven sind in
Abb. 6.5 (a)+(b) gegenübergestellt. Für die scharfgekerbten Proben (R1–R4) wird der
makroskopische Versagenspunkt in akzeptabler Weise von beiden Kriterien getroffen.
Für R8 fällt dieser bezüglich der erreichten Längenänderung in den experimentellen Be-
reich, überschätzt jedoch das Kraftniveau um 3 kN (rel. Fehler 13 %). An dieser Stelle
muss auf den Einfluss des Gefüges des TRIP-Stahls auf die Versuchsergebnisse hinge-
wiesen werden: Für R8 und die glatten Zugversuche liegt eine deutliche Streuung in der
erreichten Verformung bei Probenversagen vor, siehe Abb. 6.1 (a). Gründe hierfür sind
die grobkörnige Struktur, Seigerungseffekte und mögliche Herstellungsfehler (Lunker,
Makroporen) des gegossenen Materials. Die glatten Zugversuche weisen keine repro-
duzierbare lokale Einschnürung vor dem eigentlichen Versagen auf. Teilsweise kommt
es zum Bruch außerhalb des Messbereichs. Es wird davon ausgegangen, dass die vor-
handenen makroskopischen Fehlstellen das Probenversagen bestimmen und somit ein
statistischer Einfluss berücksichtigt werden müsste, ähnlich wie bei additiv hergestell-
ten Bauteilen aus rostfreiem Stahl AISI 316L mit Sinterfehlern [104]. Der statistische
Aspekt wird in der vorliegenden Arbeit vernachlässigt. Folglich kann das Versagen des
glatten Zugversuchs vom deterministischen Schädigungsmodell nicht erfasst werden.
Die Kalibrierung des Schädigungsindikators bis zum Lastabfall stellt eine obere Gren-
ze für die Schädigungsinitiierung im Rahmen des empirischen Modellansatzes dar. Diese
obere Grenze kann als Startwert für die weitere Kalibrierung dienen. Insbesondere die
Interpretation als Beginn der Porennukleation ist fraglich, da diese deutlich früher im
Deformationsprozess anzunehmen ist.
136 6. Ergebnisse zur schädigungsmechanischen Modellierung
Tab. 6.2.: Vorläufig kalibrierte Schädigungsindikatoren (Versagenskriterien) für X3CrMnNi 16-6-6.
Modellbezeichnung Schädigungsindikator kalibrierte Parameter
R&T Gl. (6.4) C0 = 0.4, C1 = 0.7, C2 = 2.2



































Abb. 6.5.: Simulierte Kraft-Verlängerungskurven (Volllinien) der Kerbzugversuche bis ω = ωc (◦) für
X3CrMnNi 16-6-6. Experimente als Strichlinien.
6.3. Schädigungsentwicklung
Bevor die Parameter der Schädigungsentwicklung bestimmt werden, dienen drei Stu-
dien der näheren Charakterisierung des Schädigungsmodells: Zuerst soll die regula-
risierende Eigenschaft des Modells anhand von numerischen Konvergenzstudien de-
monstriert werden. Hieraus werden Anforderungen an die FE-Diskretisierung erarbei-
tet. Zweitens werden die Einflüsse der einzelnen Parameter des Schädigungsmodells
bei homogener Beanspruchung untersucht, d. h. mittels Einelementtests auf Material-
punktebene. Innerhalb dieser Studie werden Sonderfälle der Schädigungsentwicklung
gewählt, welche weiterführend genutzt werden. Drittens wird eine Sensitivitätsstudie
durchgeführt, um den Einfluss der einzelnen Parameter auf das Risswiderstandsverhal-
ten aufzuklären.
Mithilfe der Vorcharakterisierungen wird anschließend eine Kalibrierungsstrategie er-
arbeitet, um die ausgewählten Sonderfälle des Modells anhand von Versuchsergebnissen
anzupassen.
6.3.1. Konvergenzstudien
Die Konvergenzstudien zum Nachweis der Netzunabhängigkeit des mikromorphen Schä-
digungsmodells erfolgen anhand etablierter Beispiele (Benchmarks): ein gekerbter Rund-
zugstab nach [190] (Geometrie R2 in Abb. 5.27 (a) mit d0 = 6.205 mm, d1 = 11.925 mm,
l0 = 13.09 mm), eine doppelt gekerbte Zugprobe (EVZ) in Abb. 6.6 (a) sowie die
Scheibe mit Loch (3D) in Abb. 6.6 (b). Hier und in allen weiteren FE-Modellen der
schädigungsmechanischen Untersuchungen werden Vierecks- bzw. Hexaederelemente










































(b) Scheibe mit Loch (3D)
Abb. 6.6.: Geometrien und Randbedingungen der numerischen Beispiele für die Konvergenzstudie
aus [185]. Angaben in mm. Verschiebungsgesteuerte Zuglast ū. Für die mikromorphe Bilanzgleichung
werden triviale natürliche Randbedingungen auf allen Rändern vorgeschrieben.
Tab. 6.3.: Konvergenzstudien: Schädigungs- und Lastparameter der Beispiele.
Beispiel ˙̄u in mms−1 Schädigungsindikator R&T εc Lnl
Rundzugprobe 0.17 C0 = 0, C1 = 1.0, C2 = 3.0 0.5 0.2 mm
Doppelt gekerbte Zugprobe 0.17 C0 = 5.0, C1 = C2 = 0 0.2 0.25 mm
Scheibe mit Loch 0.24 C0 = 2.0, C1 = 1.0, C2 = 3.0 0.5 0.5 mm
satzfunktionen für die mikromorphe Variable (Temperaturfreiheitsgrad) bei reduzier-
ter Integration der Elementsteifigkeitsmatrizen verwendet (ABAQUS-Elementtypen:
CAX8RT, CPE8RT,C3D20RT – Serendipity-Formulierung [227]).
Das Verhalten des ungeschädigten Materials wird durch das auf X3CrMnNi 16-6-6
kalibrierte Materialmodell bei Raumtemperatur beschrieben (Parameter aus Tabellen
5.3 und 6.1). Der Einflussparameter der Mehrachsigkeit q1 = 3 sowie die Wahl q2 = 1
zur Gewichtung der plastischen Vergleichsdehnung als Schädigungstriebgröße werden
von Seupel und Kuna [190] übernommen. Die Anfangsschädigung wird D0 = 0 gesetzt.
Alle Beispiele verwenden das R&T-Kriterium zur Bestimmung der Schädigungsiniti-
ierung. Der Parameter εc und die interne Länge Lnl werden festgelegt. Die konkreten
Werte für die einzelnen Beispiele sind in Tab. 6.3 zusammengefasst. Linse et al. [123]
folgend, werden die kritischen Bereiche der Proben mit näherungsweise quadratischen
bzw. würfelförmigen Elementen mit der Elementkantenlänge be vernetzt. Das Verhält-
nis be/Lnl wird variiert.
Die Ergebnisse der Konvergenzstudien sind anhand der normierten Kraft-Verschie-
bungskurven in Abb. 6.7 sowie anhand der ausgebildeten Schädigungszonen bei Proben-
versagen in Abb. 6.8 dargestellt. In der Literatur wird die Einhaltung von be/Lnl ≤ 1/4
in den massiv geschädigten Zonen als Vernetzungsempfehlung ausgesprochen [123,
185, 190]. Für die gezeigten Beispiele lässt sich diese Empfehlung aufgrund der in
Abb. 6.7 dargestellten Kraft-Verschiebungsantworten bestätigen. Geringe Abweichun-









































(b) Doppelt gekerbte Zugprobe (l0 = 10 mm,




















(c) Scheibe mit Loch (l0 = 10 mm, A0 = 5 mm2)
Abb. 6.7.: Normierte Kraft-Verschiebungskurven der Beispiele in Abhängigkeit der Vernetzung be/Lnl.
gen für be/Lnl = 1/4 im Vergleich zu den feineren Vernetzungen treten für die Rund-
zugprobe und die Scheibe mit Loch erst nahe des Verlusts der Tragfähigkeit auf. Die
Konturdarstellungen zeigen, dass die Schädigung jeweils über mehrere Elementlagen
verteilt ist und sich die Ausprägung unabhängig von der Vernetzung einstellt. In einem
weiten Bereich der Simulationen liefert be/Lnl = 1/2 bereits eine akzeptable Überein-
stimmung.
Die ersten Beispiele verdeutlichen, dass das Schädigungsmodell strukturmechani-
sche Simulationen bis zum totalen Versagen ermöglicht. Dies ist Voraussetzung für
die Analyse von Risswachstumsprozessen und der darauf basierenden Bestimmung der
Schädigungsparameter.
6.3.2. Parameterstudien bei homogener, mehrachsiger Belastung
Die Modellparameter εc, q1, q2 und D0 beeinflussen direkt die Spannungsantwort auf
Materialpunktebene. Häufig wird eine homogene, einachsige Zug/Druckbelastung vor-











































(c) Scheibe mit Loch bei ū/l0 = 0.2
















(a) (b) (c) (d)
SN
Abb. 6.9.: Zellmodell: (a) periodische Grundstruktur, (b) idealisiert zylindrische Einheitszelle, (c) ro-
tationssymmetrisches Modell mit Spannungsrandbedingungen, (d) FE-Modell mit illustriertem Multi-
Point-Constraint (MPC) und Zwangsbedingungen.
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größerem Interesse ist jedoch das Verhalten bei verschiedenen Spannungsmehrachsig-
keiten h, da insbesondere porenbasierte Schädigungsprozesse stark vom Spannungs-
zustand beeinflusst werden. Zudem können etablierte Zellmodellrechnungen genutzt
werden, um mikromechanisch das Verhalten eines porenbehafteten TRIP-Stahls zu
charakterisieren und dieses anschließend mit den Vorhersagen von Schädigungsmodel-
len zu vergleichen, siehe [57, 97, 102, 107, 184, 187–189]. Die grundlegenden Ideen der
Zellmodellrechnung können z. B. aus [107] entnommen werden. In Abb. 6.9 ist die
Modellvorstellung illustriert: Aus einer periodischen Anordnung der Poren wird ein ro-
tationssymmetrisches FE-Modell abgeleitet. Die Ränder der Zelle bleiben während der
Belastung eben. Dies wird durch lineare Zwangsbedingungen zwischen dem Eckknoten
(engl. Master Node MN) und den Randknoten (engl. Slave Nodes SN) implementiert.
Um der Zelle eine makroskopisch konstante Mehrachsigkeit h aufzuprägen, müssen
Randspannungen σz und σr vorgegeben werden. Das Verhältnis von σz und σr ergibt
die gewünschte Mehrachsigkeit [107]. Aufgrund des ratenabhängigen Materialverhal-
tens des TRIP-Stahls wird der Idee von Faleskog et al. [57] folgend eine nichtlineare
kinematische Zwangsbedingung eingeführt (engl. Multi Point Constraint MPC). Diese
Zwangsbedingung wird zwischen einem Referenzpunkt RP und dem Eckknoten MN des
FE-Netzes definiert. Somit wird die Spannungsvorgabe in eine Verschiebungsvorgabe
überführt, womit entfestigendes Materialverhalten berechenbar ist. Am Referenzpunkt
RP wird als wesentliche Randbedingung eine Größe vorgeschrieben, welche als makro-
skopische, wahre Dehnung ε̄ interpretiert werden kann. Zusätzlich kann die Dehnrate
˙̄ε festgelegt werden, hier ˙̄ε = 4 · 10−4 s−1 (quasi-statisch). Aus den Reaktionskräften
am Referenzpunkt RP werden die Spannungen σz und σr berechnet, wobei für die be-
trachteten Fälle σz > σr = σϕ gilt. Aus den Randverschiebungen der Zelle können
die logarithmischen (wahren) Dehnungskomponenten εlog,z und εlog,r = εlog,ϕ bestimmt
werden. Ausführliche Erläuterungen zur Implementierung des MPC in ABAQUS sind
[57, 97, 184] zu entnehmen. Der gleiche Modellaufbau kann auf einen Einelementtest
angewendet werden, welcher für die Untersuchung des Schädigungsmodells bei mehr-
achsiger Belastung Verwendung findet.
Als mikromechanisches Modell des TRIP-Stahls wird eine Zelle mit 1 % Porosität
angenommen, wobei die Poren Kugelgestalt besitzen sowie Durchmesser und Höhe der
Zelle gleich groß sind. Als Lastfälle werden die Mehrachsigkeiten h = 2/3, 1 und 3
gewählt. In Abb. 6.10 sind die Spannungsreaktionen des Zellmodells dargestellt. Die
Auftragung der Vergleichsgrößen in Abb. 6.10 (a) entspricht qualitativ dem beobach-
teten Verhalten aus vorangegangenen Studien unter der Annahme einer verfestigenden
Matrix [97, 102, 107]. Die Darstellung der axialen Spannungskomponente σz über der
axialen Dehnung εlog,z (Abb. 6.10 (b)) diente in früheren Studien als Motivation für
die Gestalt von Kohäsivzonenmodellen [26]. Diese Spannungskomponente der Zelle ent-
spricht der rissöffnenden Spannung bei Belastung unter Modus I bzw. der Spannung in
axialer Richtung beim Kerbzugversuch. Die Maximalspannung und die Fläche unter der
Kurve werden hierbei als Kohäsivfestigkeit bzw. Separationsarbeit eines Volumenele-
ments angesehen [26]. Brocks [26] sagt aus, dass für „normal“ verfestigende Materialien
typischerweise die Kohäsivfestigkeit mit zunehmender Mehrachsigkeit steigt, während
die Separationsarbeit sinkt. Im Gegensatz zu diesem Befund zeigt sich für den TRIP-
Stahl, dass die Maximalspannung bei h = 1 am höchsten ist und anschließend leicht
abfällt, siehe Abb. 6.10. Im betrachteten Mehrachsigkeitsbereich kann von einer nahezu




































(b) Axiale Spannung und Dehnung
Abb. 6.10.: Makro-Spannungsantwort des Zellmodells bei verschiedenen Mehrachsigkeiten h.
Tab. 6.4.: Untersuchungsvarianten der Schädigungsentwicklung.
Variante Schädigungsindikator q2 D0
R&T-1 ω (h, εeq), Gl. (6.4) 0.0 0.01
R&T-2 ω (h, εeq), Gl. (6.4) 1.0 0.0
MH-1 ω (σ̂I), Gl. (6.2) 0.0 0.01
MH-2 ω (σ̂I), Gl. (6.2) 1.0 0.0
beginn weist eine monotone Erhöhung mit steigender Mehrachsigkeit auf, was durch
die Verzögerung des plastischen Fließens bei mehrachsigen Zuständen zu erklären ist.
Wie in Abschnitt 3.3.4 erläutert, lassen sich für das Schädigungsmodell verschiedene
Mechanismen durch die Gewichtung der Parameter q1 und q2 einstellen. Im Folgenden
werden die Sonderfälle
1. eines auf Porenwachstum basierten Ansatzes (q2=0, D0 > 0) und
2. des empirischen (scherempfindlichen) Ansatzes (q2 = 1, D0 = 0)
näher beleuchtet. Beide Ausführungen können zudem mit den unterschiedlichen Schä-
digungsindikatoren, siehe Tab. 6.2, kombiniert werden. Hierdurch ergeben sich die in
Tab. 6.4 aufgeführten vier Varianten. Die Parameter der Schädigungsindikatoren wer-
den aus Tab. 6.2 übernommen, q1 und εc werden zunächst als q1 = 3 und εc = 0.1
gewählt.
Die Parameter mikromechanisch abgeleiteter Schädigungsmodelle, z. B. des GTN-
Modells, können so kalibriert werden, dass das Verhalten der Zellmodellrechnungen re-
produziert wird [102, 107]. Dieser „Eignungstest“ motiviert den Vergleich der in dieser
Arbeit entwickelten Ansätze, Tab. 6.4, mit den Ergebnissen der Zellmodellrechnungen
des TRIP-Stahls. Für alle Varianten der Schädigungsentwicklung kann für die Dar-
stellung der Spannungsantwort in Vergleichsgrößen eine qualitative Übereinstimmung
mit den Zellmodellergebnissen aus Abb. 6.10 (a) festgestellt werden. Beispielhaft sind
hierfür die Reaktionen der Varianten R&T-1 und MH-1 in Abb. 6.11 illustriert.
Deutliche Unterschiede zeigen sich für den Verlauf der maximalen Hauptspannung σz
in Abhängigkeit von εlog,z, siehe Abb. 6.12. In Anlehnung an die Deutung von Brocks

































Abb. 6.11.: Makro-Spannungsantwort ausgewählter Varianten des Schädigungsmodells in Vergleichs-
größen bei verschiedenen Mehrachsigkeiten h. Die Schädigungsinitiierung ist mit ◦ gekennzeichnet.
[26] sollen im Folgenden die Begriffe der Kohäsivfestigkeit sowie Separationsarbeit eines
Volumenelements zur Beschreibung dienen.
Bei den porenwachstumsbasierten Modellvarianten R&T-1 und MH-1 fallen Schä-
digungsinitiierung (Porennukleation) und Kohäsivfestigkeit nicht zusammen. Im Ge-
gensatz dazu leitet die von der plastischen Vergleichsdehnung dominierte Schädigung
(R&T-2, MH-2) den Spannungsabfall direkt nach ω = ωc ein, wie dies für die empiri-
schen Ansätze zur Beschreibung duktiler Schädigung zu erwarten ist [121, 190, 208].
Das Kriterium der maximalen Hauptspannung (MH-1, MH-2) führt für den gewähl-
ten Parametersatz zu nahezu mehrachsigkeitsunabhängigen Kohäsivfestigkeiten, wäh-
rend sich ein starker Abfall der Kohäsivfestigkeit sowie der Separationsarbeit bei Er-
höhung der Mehrachsigkeit für das R&T-Kriterium (R&T-1, R&T-2) ergibt. Konkret
liefert die Variante MH-2 für alle betrachteten Mehrachsigkeiten exakt dieselbe Kohä-
sivfestigkeit, während für MH-1 die Spannung bei Schädigungsinitiierung nicht zwangs-
weise mit der Kohäsivfestigkeit zusammenfallen muss. Das näherungsweise bzw. exakt
gleiche Niveau der Kohäsivfestigkeiten der MH-Varianten entspricht aus qualitativer
Sicht den Reaktionen der Zellmodellrechnungen im betrachteten Mehrachsigkeitsbe-
reich.
Die Unterschiede der einzelnen Varianten werden weiterhin durch Variation der Pa-
rameter εc und D0 in den Abbildungen 6.13 (a)–(c) verdeutlicht. Für die rein poro-
sitätsbasierte Schädigungsentwicklung, hier am Beispiel von R&T-1 in Abb. 6.13 (a),
beeinflusst eine Änderung von εc gleichzeitig die Kohäsivfestigkeit und die Separations-
arbeit. Eine Änderung der Anfangsschädigung D0 beeinflusst ebenfalls beide Größen,
siehe Abb. 6.13 (c). Während der Parameter εc den Anstieg des abfallenden Spannungs-
astes sehr stark bestimmt, bleibt dieser bei leichten Änderungen von D0 etwa gleich,
vgl. Abb. 6.13 (a) und (c) für h = 3. Für die empirischen, scherdominierten Ansätze
ändert εc hingegen nur die Separationsarbeit, siehe Abb. 6.13 (b).
Aus dem Vergleich der vier Modellvarianten (Abb. 6.12 (a)–(d)) mit den Zellmodell-
ergebnissen (Abb. 6.10 (b)) geht hervor, dass nur die Variante MH-1 die qualitativen






































































Abb. 6.12.: Makroskopische Spannungsantwort der Varianten des Schädigungsmodells bei verschie-
denen Mehrachsigkeiten h. Die Schädigungsinitiierung jeder Modellvariante ist mit ◦ gekennzeichnet.
sigkeit h ohne weitere Modifikationen des Schädigungsindikators widerspiegeln kann.
Durch Anpassung der Schädigungsparameter D0 = 0.0015 und εc = 0.25 kann das in
Abb. 6.14 dargestellte Verhalten erzeugt werden, welches den Tendenzen der Zellmo-
dellergebnisse folgt. Die empirischen Ansätze R&T-2 und MH-2 können nur dann auf
die Ergebnisse der Zellmodelle angepasst werden, wenn deren Initiierungskriterien neu
kalibriert werden. Dies gilt auch für R&T-1.
Die Erkenntnisse zum qualitativen Verhalten aus den Einelementtests lassen sich auf
die simulierten Reaktionen der Kerbzugversuche übertragen. Werden die Schädigungs-
indikatoren so übernommen wie bisher kalibriert, Tab. 6.2, ist mit folgenden Reaktionen
zu rechnen: Da die empirischen Ansätze R&T-2 und MH-2 einen starken Spannungsab-
fall unmittelbar nach Schädigungsinitiierung hervorrufen, wird der Kraftabfall in der
Simulation der Kerbzugversuche ebenfalls sofort folgen. Es ist eine gute Übereinstim-
mung von Experiment und Simulation zu erwarten. Dieser Befund kann durch eben
dieses Verhalten des Modells von Seupel und Kuna [190] bestätigt werden, welches auf
einem empirischen Ansatz analog zu R&T-2 basiert. Andererseits zeigen die Ansätze
MH-1 und R&T-1 eine Verfestigungsreserve nach Schädigungsinitiierung, welche sich in
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(c) Einfluss D0 (R&T-1)
Abb. 6.13.: Variation der Schädigungsparameter bei verschiedenen Mehrachsigkeiten h. Die Schädi-
gungsinitiierung jeder Modellvariante ist mit ◦ gekennzeichnet.
einer Verzögerung des Kraftabfalls bei den Kerbzugversuchen niederschlagen wird. Dies
entspricht der Vorstellung einer Porennukleation sowie des nachfolgenden Wachstums
der Poren bis zu einem kritischen Zustand. Die Folge hieraus ist die Notwendigkeit ei-
ner iterativen Bestimmung der Schädigungsparameter εc und D0 sowie der Parameter
der Schädigungsindikatoren für MH-1 und R&T-1.
6.3.3. Sensitivitätsstudien zum Risswachstumsverhalten
Durch die Arbeiten von Hütter et al. [82] sowie Seupel und Kuna [190] ist bekannt, dass
die Parameter der Schädigungsentwicklung und die interne Länge von gradientenerwei-
terten Schädigungsmodellen anhand von Risswiderstandskurven (R-Kurven) identifi-
ziert und kalibriert werden können. Im Rahmen der elastisch-plastischen Bruchmecha-
nik erfolgt die Darstellung der R-Kurve durch die Auftragung des J-Integralwertes J
über dem Risswachstum ∆a, wie in Abb. 6.15 angedeutet. Aus der eigenen Vorar-
beit [190] können die in Abb. 6.15 skizzierten Einflüsse der Parameter angenommen
werden: Sowohl εc als auch q1 bestimmen die Steigung der Kurve (Reißmodul, engl.






















Abb. 6.14.: Zellmodellergebnisse und Simula-
tionsergebnisse der angepassten Modellvariante
MH-1 in Abhängigkeit der Mehrachsigkeit h. Die
Schädigungsinitiierung ist mit ◦ gekennzeichnet.
exp




Abb. 6.15.: Einflüsse der Schädigungsparameter
εc und q1 sowie der internen Länge Lnl auf die
simulierte Risswiderstandskurve.
der Rissabstumpfungsgeraden, engl. blunting line) verschoben. Die interne Länge Lnl
wirkt sich ebenfalls auf die Bruchzähigkeit aus, lässt jedoch den Anstieg der R-Kurve
unverändert. Basierend auf den Beobachtungen und Annahmen kann nach Hütter et al.
[82] eine prinzipielle Kalibrierungsstrategie verfolgt werden, siehe Abb. 6.15:
1. Variation von εc (q1) bis zur Übereinstimmung der simulierten und experimentel-
len Anstiege der R-Kurven
2. Verschiebung der simulierten Bruchzähigkeit durch Anpassung der internen Länge
Lnl
3. Iteration über 1. und 2. im Fall von Großbereichsfließen
Um diese Kalibrierungsstrategie für das vorliegende Modell zu bestätigen und even-
tuell zu modifizieren, werden die Einflüsse der einzelnen Parameter auf die simulierte
R-Kurve unter definierten Bedingungen untersucht. Der Pionierarbeit von Hütter et al.
[82] folgend wird ein Randwertproblem für einen halbunendlichen Riss unter Modus-I-
Belastung im ebenen Verzerrungszustand (EVZ) aufgestellt, welches in Abb. 6.16 (a)
skizziert ist. Hierdurch wird der Einfluss der Probengeometrie auf das Risswiderstands-
verhalten ausgeblendet.
Boundary-Layer-Modell
Für das sogenannte Boundary-Layer-Modell (BLM) wird angenommen, dass in großer
Entfernung RBLM  rpl zur plastischen Zone mit der Abmessung rpl die ungestörte















welches als Randbedingung des Modells vorgeschrieben wird [80, Abschnitt 2.1.1]. KI
bezeichnet den Spannungsintensitätsfaktor für eine Modus-I-Rissöffnung. Dieser stellt














Abb. 6.16.: (a) Skizze des Boundary-Layer-Modells unter Ausnutzung der Symmetrie und (b) Details
zur Rissspitzenvernetzung.
die wesentliche Beanspruchungsgröße dar. Unter den Bedingungen des Kleinbereichs-






Die Größe des BLM wird zu RBLM = 9 ·104 mm gewählt. Dies entspricht mit der fol-
genden Wahl der internen Längen Lnl gerade RBLM = 1.28...3.0 · 105 Lnl≈ 2250 ∆amax,
wodurch die Bedingungen des Kleinbereichsfließens eingehalten werden sollten, vgl.
[82]. Mit ∆amax = 40 mm ist die maximal simulierte Rissverlängerung gemeint. Die
ersten 40 mm des Ligaments vor der Anfangsrissspitze sind mit quadratischen Elemen-
ten der Kantenlänge be = 0.14...0.3 ≈ 1/4Lnl vernetzt. Wie in Abb. 6.16 (b) gezeigt,
ist die Rissspitze nach einem Vorschlag von McMeeking [138] ausgerundet, um star-
ke Elementverzerrungen im Zustand der anfänglichen Rissabstumpfung zu vermeiden.
Hütter [80, Abschnitt 3.1.3] schlägt einen Verrundungsradius von rt = 0.07...0.7Lnl vor.
Im vorliegenden Modell wird rt/Lnl = 0.28...0.66 eingehalten.
Die Belastung K̇I = const erfolgt quasi-statisch innerhalb der charakteristischen




= 4000 s RBLM
cs
= 0.028 s Lnl
cs
= 0.9...2.0 · 10−7 s, (6.7)
nach Hütter [80, Abschnitt 2.1.2] genügt (RBLM/cs =6.75 · 10−6τL), wobei cs die Ge-




2 (1 + ν) ρ. (6.8)
Die benötigte Rissverlängerung ∆a wird aus einer Mittelung der Schädigungsvariable






























Abb. 6.17.: Simulierte R-Kurven bei Variation von q1/εc der Modellvariante R&T-1.
Tab. 6.5.: Parametersätze der Sensitivitätsstudie zum Risswiderstandsverhalten der R&T-1 bzw. MH-
1 Modelle (D0 = 0.01, q2 = 0.0) und R&T-2 bzw. MH-2 Modelle (D0 = 0.0, q2 = 1.0). Je Simulation
wird ein Parameter des Referenzsatzes (Ref.) geändert (Var.). C1 = 0.7.
Datensatz σc in MPa C0 C2 Lnl in mm q1 εc
Ref. R&T-1 - 0.4 2.2 0.5 3.0 0.1
Var. R&T-1 - [0.0, 1.0] [1.0, 1.5] [0.3, 0.7] [2.0, 6.0] [0.05, 0.15]
Ref. R&T-2 - 0.4 2.2 0.5 3.0 0.5
Var. R&T-2 - - - [0.3, 0.7] [2.0, 4.0] [0.3, 0.7]
Ref. MH-1 1600 - - 0.5 3.0 0.1
Var. MH-1 [600, 700, 800] - - [0.3, 0.7] [2.0, 6.0] [0.05, 0.15]
Ref. MH-2 800 - - 0.5 3.0 0.5
Var. MH-2 - - - [0.3, 0.7] [2.0, 4.0] [0.3, 0.7]
d. h. die aktuellen Raumpunkte, welche zwischen den materiellen Punkten der anfäng-
lichen Rissspitze (ξ1 = 0, ξ2 = 0) und des BLM-Randes (ξ1 = RBLM, ξ2 = 0) liegen.
Die aus der Vorarbeit von Seupel und Kuna [190] bekannten Auswirkungen der
Schädigungsparameter auf das R-Kurvenverhalten, Abb. 6.15, lassen sich für das vor-
liegende viskoplastische Schädigungsmodell bestätigen. Hierzu wurden alle vier Varian-
ten der Schädigungsinitiierung bzw. Schädigungsentwicklung nach Tab. 6.4 untersucht,
wobei nachfolgend nur die Ergebnisse für den Fall R&T-1 ausführlich dargestellt wer-
den sollen. Anschließend werden gefundene Besonderheiten der einzelnen Modellvari-
anten herausgearbeitet und diskutiert. Spezielle Beachtung wird der Rolle des jeweils
gewählten Schädigungsindikators und dessen Auswirkung auf das Risswachstumsver-
halten geschenkt, welche in der Arbeit von Seupel und Kuna [190] nicht eingehender
untersucht wurde. In Abschnitt 6.3.2 wurde bereits angedeutet, dass für die Modellva-
rianten R&T-1 und MH-1 sowohl die Parameter des jeweiligen Schädigungsindikators
als auch Parameter der Schädigungsentwicklung iterativ bestimmt werden müssen. In
Tab. 6.5 sind die Referenzdatensätze sowie die analysiertem Parametervariationen für
die Modellvarianten R&T-1 und MH-1 dargestellt.
148 6. Ergebnisse zur schädigungsmechanischen Modellierung
Prinzipielle Einflüsse der Schädigungsparameter am Beispiel R&T-1








, D0, εc, q1
)
(6.10)
dargestellt werden [82]. Für die Modellvariante R&T-1 haben εc und q1 unter homoge-
nen Belastungsbedingungen denselben Einfluss auf die Schädigungsentwicklung Ḋ und
somit das Entfestigungsverhalten:
κ̇ = ε̇l
(3.70)= q1D 〈h〉3 ε̇eq, Ḋ
(3.71)= (1−D) q1D 〈h〉
εc
ε̇eq.
Um die Auswirkungen im Fall des BLM zu bewerten, werden dieselben Verhältnisse
q1/εc bei jeweils konstantem εc bzw. q1 gewählt (q1/εc = 20, 30, 60). Aus den simulier-
ten Risswiderstandskurven in Abb. 6.17 wird ersichtlich, dass hierdurch tatsächlich sehr
ähnliche Ergebnissen vorliegen. In Übereinstimmung mit den angenommenen Tenden-
zen bestimmen q1 und εc den Anstieg der R-Kurve und Lnl skaliert die Bruchzähigkeit.
Gleiche Verhältnisse von q1/εc führen zwar zu vergleichbaren Schädigungsentwick-
lungen, jedoch unterscheidet sich der lokale Deformationszustand beim Erreichen des
Materialversagens D = Dc: Bei höheren q1-Werten liegt eine höhere volumetrische plas-
tische Dehnung bzw. Porosität (ḟ ∝ ε̇h) vor. Eine experimentelle oder mikromechani-
sche Bestimmung dieser Größen kann zur Festlegung von q1 genutzt werden, sodass εc
eindeutig anhand der Risswiderstandskurve bestimmbar ist. Im Gegensatz zu den po-
renwachstumsbasierten Modellen (R&T-1, MH-1) können die Modellvarianten R&T-2
und MH-2 auch bei niedrigen Mehrachsigkeiten (h ≈ 0) eingesetzt werden, wodurch
sich eine weitere Möglichkeit zur eindeutigen Bestimmung von q1 und εc bei Verwen-
dung von Daten aus Mixed-Mode-Risswachstumsversuchen ergibt [190]. Hierzu sind
die Schädigungsindikatoren für niedrige Mehrachsigkeiten zu modifizieren, siehe z. B.
[44]. Die genannten Vorschläge werden in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Anstelle
dessen wird q1 = 3 als Referenzwert gewählt [190].
Besonderheiten des R&T-1-Modells
Für das R&T-1-Modell sind die Parameter C0 (direkter Einfluss der plastischen Ver-
gleichsdehnung) und C2 (exponentieller Einfluss der Mehrachsigkeit) von besonderer
Bedeutung. Nach Abb. 6.18 (a) hat eine Änderung von C0 einen vernachlässigbaren
Effekt auf die R-Kurve. Dieser Sachverhalt ist durch die Dominanz des exponentiell von
der Mehrachsigkeit abhängigen Terms im R&T-Kriterium zu erklären. In Abb. 6.19 (a)
ist die Verteilung der Mehrachsigkeit vor der Rissspitze illustriert. Diese liegt im Be-
reich h = 1.5...3.5. Dadurch trägt der Exponentialterm der spannungsabhängigen Kern-
funktion Ω mit Werten zwischen C1 exp (C2h) = 8...440 zum Wachstum des Schädi-
gungsindikators bei. Der untersuchte Beitrag von C0, maxC0 = 1.0, ist demgegenüber
vernachlässigbar klein. Für geringe Mehrachsigkeiten 1/3 ≤ h ≤ 2/3 halten sich die
Anteile der Summanden in Ω die Waage, wie für den Fall der Kerbzugversuche, vgl.
Abb. 6.4.


















C0 = 0.0, 0.4, 1.0


















(b) Einfluss C2 (Mehrachsigkeit)
Abb. 6.18.: Simulierte R-Kurven bei Variation der Parameter des R&T-Schädigungsindikators für
R&T-1. Die Strichlinien in (b) kennzeichnet einen Fall mit Rissbifurkation.
standsverhalten, siehe Abb. 6.18 (b). Für C2 = 1 ergibt sich ein Abzweigen des Risses
von der Symmetrieebene, wie im Konturplot Abb. 6.19 (d) veranschaulicht. Im Voll-
modell des BLM entspricht dies einer Rissverzweigung (Bifurkation). Diese wird unter
Umständen auch für nichtlokale Varianten des GTN-Modells beobachtet: z. B. in der
Simulation einer Kompaktzugprobe von Reusch [168, Abschnitt 8.2.4] oder den BLM-
Simulationen von Chen [35, Abschnitt 4.3.5]. Für C2 = 1.5 zeigt sich ein welliger Verlauf
der R-Kurve, welche ebenfalls durch eine Neigung zur Rissverzweigung herrührt. Der
Grenzfall C2 = 0 sorgt dafür, dass der Riss der plastischen Zone folgt, welche sich für
den ebenen Verzerrungszustand in Richtung der Normalen zur Symmetrieebene ent-
wickelt, wie in Abb. 6.16 (a) skizziert. Erst die Gewichtung der Mehrachsigkeit mit
C2 = 2 liefert das in Abb. 6.19 (a)–(c) dargestellte Risswachstum unter Modus I.
Das Konturschaubild in Abb. 6.19 (b) zeigt für den regulär unter Modus I wach-
senden Riss, dass die Zone der total ausgefallenen Elemente (D ≥ Dc) nahezu auf
eine Elementlage begrenzt ist. Das Modell weist in diesem Fall keine pathologische
Ausbreitung der Zone vollständigen Materialversagens auf, wie z. B. von Geers et al.
[68] berichtet. Das Abschalten des lokalen Quellterms (ε̇l = 0) bei Materialversagen an
einem Integrationspunkt schwächt diesen Effekt ab.
Besonderheiten des R&T-2-Modells
Für die empirisch-scherbasierte Modellvariante R&T-2 müssen deutlich größere Werte
für εc angesetzt werden, um ein R-Kurvenverhalten zu erzeugen, siehe Tab. 6.5. Dies ist
der direkten Abhängigkeit der Schädigungsentwicklung von der plastischen Vergleichs-
dehnung geschuldet, welche einen großen Anteil an der Triebgröße der Schädigung aus-
macht. In allen betrachteten Fällen ist ein Risswachstum unter Modus I festzustellen.
Ein Einfluss der Parameter des Schädigungsindikators auf den Risspfad wie für R&T-1
ist auch für diese Modellvariante anzunehmen. Die von Seupel und Kuna [190] ge-
fundenen Einflüsse der schädigungsrelevanten Parameter auf die Risswiderstandskurve
können bestätigt werden, siehe Abb. 6.20.
Auffällig ist die ausgeprägte Schädigungszone im Vergleich zum porenwachstums-



























(d) Schädigungsverteilung C2 = 1
Abb. 6.19.: Momentaufnahme einer BLM-Simulation für R&T-1 während des Risswachstums für




































(b) Einfluss εc für q1 =const













Abb. 6.21.: Ausprägung der Schädigungszone ent-
lang des Ligaments für die Varianten R&T-1 und

























Abb. 6.22.: Simulierte R-Kurven bei Variation des
Parameters σc des MH-Schädigungsindikators.
Die in der Kurve σc = 800 MPa markierten Last-
punkte werden zur weiteren Auswertung verwen-
det, siehe Abb. 6.23.
basierten Modell R&T-1. In Abb. 6.21 sind jeweils die Schädigungsprofile entlang
des Ligaments vor der Anfangsrisspitze beim ersten Auftreten totalen Materialaus-
falls D = Dc dargestellt. Während für R&T-1 die aktive Schädigungszone deutlich
begrenzt ist, d. h. 20Lnl in Rissausbreitungsrichtung, liegt für die Variante R&T-2 in
einem weiten Gebiet (∆x > 50Lnl) ein hoher Schädigungswert D ≈ 0.5 vor. Die ver-
wendete Mittelungsprozedur zur Bestimmung der Rissverlängerung ∆a nach Gl. (6.9)
liefert zu diesem Lastpunkt ∆a ≈ 23Lnl, obwohl der totale Materialausfall gerade erst
einsetzt.
Besonderheiten des MH-1-Modells
Für das Modell MH-1 wird der Einfluss der Initiierungsspannung σc untersucht. Die
Ergebnisse sind in Abb. 6.22 zusammengefasst. Zuerst ist festzustellen, dass der Vor-
schätzwert σc = 1600 MPa aus der Analyse zur Schädigungsinitiierung kein Risswachs-
tum ermöglicht. Deshalb werden erheblich kleinere Werte zur weiteren Bewertung her-
angezogen (σc ≤ 800 MPa). Alle folgenden Fallbeispiele zeigen Rissausbreitung nach
Modus I. In Abhängigkeit der Initiierungsspannung σc stellen sich allerdings signifikant
unterschiedliche Verläufe der R-Kurven ein. Während die R-Kurve für die niedrigste
Spannung (σc = 600 MPa) einen nahezu linearen Anstieg aufweist, verläuft die R-
Kurve bei σc = 800 MPa stufenförmig. Der sprunghafte Anstieg der Risslänge bei
nahezu konstanter Last und der anschließende Rissarrest ähnelt einer lokalen Insta-
bilität, wie diese aus Experimenten und Simulationen zum Risswachstumsverhaltens
von Metallen im spröd-duktilen Übergangsbereich bekannt ist [83]. Hierbei konkur-
rieren duktile Schädigungsmechanismen (Porenprozesse) und Spaltbruch. Das Plateau
in Abb. 6.22 für σc = 800 MPa besitzt eine geringe Steigung, sodass nicht von einer
dynamischen Rissausbreitung gesprochen werden kann. Zur genaueren Analyse der Pla-
teaubildung werden in Abb. 6.23 die Ausprägungen der Schädigungsverteilung sowie
des Schädigungsindikators ωc (σ̂I) entlang des Ligaments für die in Abb. 6.22 einge-
zeichneten Lastpunkte aufgeführt. Der Schädigungsindikator ωc (σ̂I) korreliert mit der
maximalen Hauptspannung und daher auch mit der rissöffnenden Spannung entlang
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(b) Entwicklung der Schädigungszone D
Abb. 6.23.: Lokale Ausprägung von schädigungsrelevanten Zustandsvariablen entlang des Ligaments
für die markierten Lastpunkte der R-Kurve in Abb. 6.22.
des Ligaments (σ̂I = σ̂22).
Im Bereich der Rissabstumpfung (Punkt 1) befindet sich die maximale σ̂22-Spannung
direkt an der Rissspitze, wie für stark verfestigende (TRIP-)Stähle bekannt [31], siehe
Abb. 6.23 (a). Die Ausbildung der Schädigungszone geht somit von der Rissspitze aus,
wobei die maximale Schädigung beim ersten Materialversagen etwas vor der anfängli-
chen Rissspitze zu finden ist (Punkt 2). Dieses Verhalten ist für den zugrundeliegenden
Typ des gradientenerweiterten Schädigungsmodells charakteristisch [82]. Nach Errei-
chen des ersten Materialausfalls befindet sich das Maximum der rissöffnenden Spannung
in einem gewissen Abstand zur Schädigungszone (Punkte 2 und 3), was durch die Ent-
lastung des Rissspitzengebiets durch die Schädigung erklärt werden kann. Der weiter
vor der Rissspitze liegende Bereich ist nicht so stark verfestigt, da sich insbesondere
der Martensit zuvor ganz lokal an der anfänglichen Rissspitze und in der normal zur
Rissfortschrittsrichtung liegenden plastischen Zone gebildet hat [31]. Vor der einge-
leiteten Schädigungszone (Abstand ≈ 10Lnl zur Anfangsrissspitze) ist das Kriterium
ωc (σ̂I) = ωc = 1 nicht erfüllt, sodass allein die bereits aktiven Bereiche innerhalb der
begrenzten Schädigungszone zum Wachstum des Risses beitragen können. Zur Ver-













































(b) σc = 800 MPa
Abb. 6.24.: Simulierte R-Kurven bei Variation der q1/εc der Modellvariante MH-1.
(Punkte 2–4). Das markante Spannungsmaximum vor der Schädigungszone (Punkt 2)
entwickelt sich bei weiterer Belastung zu einem Plateau (Punkt 3), siehe Abb. 6.23 (a).
Das Kriterium der Schädigungsinitiierung ist anschließend in einem großen Bereich, bis
ca. 10Lnl vor der Schädigungszone, gleichzeitig erfüllt (Punkte 4 und 5). Nun breitet
sich die Schädigung schnell in diesem vorgegebenen Gebiet aus (Punkte 4 bis 6), sie-
he Abb. 6.23 (b), wobei J nur geringfügig gesteigert werden muss. Hierdurch erfolgt
wiederum die Reduktion der Spannung vor der aktiven Zone, welche besonders zwi-
schen den Zuständen 5 und 6 in Abb. 6.23 (a) deutlich wird. Der Prozess wiederholt
sich durch die erneute Ausbildung des ausgeprägten Maximums der Spannung und des
anschließenden Spannungsplateaus bei verlangsamtem Risswachstum, Punkte 6–8 in
Abb. 6.23.
Für eine niedrigere Wahl von σc = 600 MPa reicht die Spannung entlang des Liga-
ments nach Etablierung der Schädigungszone gerade aus, um ωc (σ̂I) = ωc zu erfüllen,
sodass der Riss kontinuierlich wächst. Variationen des q1/εc-Verhältnisses und der in-
ternen Länge Lnl bei σc = 600 MPa liefern die bekannten Einflüsse auf die R-Kurve
analog zum R&T-1-Modell, siehe Abb. 6.24 (a). Für die Wahl σc = 800 MPa mit dem
stufenförmigen Verlauf sind die Ergebnisse der Variationen von q1/εc in Abb. 6.24 (b)
dargestellt. Bei niedrigeren q1/εc-Werten verlieren die Stufen den Plateaucharakter,
d. h. ein Anstieg wird erkennbar. Für den höchsten Wert q1/εc = 60 wird nach dem
ersten progressiven Anstieg der R-Kurve bereits der stationäre Zustand erreicht.
In Ergänzung zu den Konvergenzstudien aus Abschnitt 6.3.1 soll für die Modellva-
riante MH-1 bei großem Risswachstum (∆a/Lnl ≈70) das Konvergenzverhalten darge-
stellt werden. Dazu sind die R-Kurven für die Fälle σc = 600 MPa (lineare R-Kurve)
und σc = 800 MPa (stufenförmige R-Kurve) in Abhängigkeit der Netzverfeinerung
be/Lnl in Abb. 6.25 aufgeführt. Die regularisierenden Eigenschaften des Modells und
die Anforderung an die Vernetzung be/Lnl ≤ 1/4 können auch für die Modellvarian-
te mit der maximalen Hauptspannungshypothese als Schädigungsindikator bestätigt
werden.








































(b) σc = 800 MPa




















Abb. 6.26.: Simulierte R-Kurven bei Variation von εc des Modells MH-2.
Besonderheiten des MH-2-Modells
Als Initiierungskennwert für die MH-2-Variante wird σc = 800 MPa angenommen, wo-
für das porenbasierte Modell MH-1 eine stufenförmige R-Kurve aufweist. In Abb. 6.26
ist das Verhalten bei Variation von εc dargestellt. Für εc = 0.3 ergibt sich eine Aus-
prägung der R-Kurve, wie diese für hohe q1/εc-Verhältnisse und hohe Initiierungswerte
vom MH-1-Ansatz bekannt ist, vgl. Abb. 6.24. Für größere εc-Werte verschwindet der
Stufenverlauf vollständig und die R-Kurven ähneln denjenigen der R&T-2-Variante,
vgl. Abb 6.20 (b).
6.3.4. Ergebnisse bruchmechanischer Experimente
In vorangegangenen Arbeiten des SFB 799 wurde festgestellt, dass konventionelle bruch-
mechanische Methoden nicht zur Bestimmung normgerechter Kennwerte austenitischer
Gussstähle geeignet sind [29, 30, 48]. Dies ist der hohen Duktilität, der sehr guten Zähig-
keit und dem hohen Verfestigungsvermögen dieser Materialien zuzuschreiben, wodurch














Abb. 6.27.: Zeichnung der CT-Probe nach [30]. Dimensionen in mm.
schritt nicht durch konventionelle Techniken (Änderung der Nachgiebigkeit, Potential-
abfall) verfolgt werden. Burgold et al. [30] und Burgold [29, Kapitel 6] verwenden
deshalb Kompaktzugproben (engl. Compact Tension–CT) mit niedriger Dehnungsbe-
hinderung (niedriger „out-of-plane“ constraint), siehe Abb. 6.27, welche so konzipiert
sind, dass großer stabiler Rissfortschritt (∆a ≈ 6 cm) erreicht und das oberflächen-
nahe Risswachstum optisch bestimmt werden können. Das Risswiderstandsverhalten
wird durch die Rissspitzenöffnung (engl. Crack Tip Opening Displacement–CTOD) in
Abhängigkeit der Rissvergrößerung ∆a charakterisiert. Die Kraft-Verschiebungskurven
sowie die Risswiderstandskurven werden in den genannten Arbeiten weiterführend ge-
nutzt, um ein Kohäsivzonenmodell (engl. Cohesive Zone Model–CZM) zu kalibrieren,
welches zur Modellierung des Risswachstums verwendet werden kann. Die Bruchzä-
higkeit des Materials entspricht der so gefundenen Separationsarbeit G0, welche als
grundlegender Parameter im Kohäsivzonenmodell enthalten ist.
Als Kohäsivgesetz verwenden Burgold et al. [30] den von Roth [171] entwickelten An-
satz mit folgender Beziehung zwischen normierter Kohäsivspannung τks =
√
#»
t · #»t /τ0





λks exp (1− λks) , λks < 11− (1− (λks exp (1− λks))ε̄)ω̄ , λks ≥ 1. (6.11)
Die enthaltenen Modellparameter sind die Kohäsivfestigkeit τ0, die bei der Kohäsiv-
festigkeit erreichte Separation λ0 sowie die Separationsarbeit G0 (dissipierte Arbeit
pro Fläche bis zum vollständigen Versagen). Zusätzlich treten die Formparameter ε̄















Abb. 6.28.: Darstellung des verwendeten Kohäsivgesetzes.
Tab. 6.6.: Identifizierte Parameter des Kohäsivgesetzes für X2CrNiMn 15-7-5 aus [29, Abschnitt 6.5].
Parameter τ0 λ0 G0 ε̄ ω̄
Einheit MPa mm kJ m−2 - -
Maßzahl 700 0.223 425 1 1
und ω̄ auf. Der entsprechende Verlauf der Kohäsivspannung über der Separation ist
in Abb. 6.28 dargestellt, wobei die charakteristischen Parameter des Modells hervor-
gehoben werden. Der abfallende Ast des Kohäsivgesetzes kann durch die Entwicklung
einer skalaren Schädigungsvariable 0 ≤ D ≤ 1 ausgedrückt werden. Eine ausführlichere
Beschreibung des Kohäsivgesetzes wird zum Verständnis der nachfolgenden Untersu-
chungen nicht benötigt. Mehr Informationen zum Kohäsivgesetz sind in [171, 172] zu
finden.
Die CT-Versuche zur Kalibrierung des Kohäsivzonenmodell wurden an der TRIP-
fähigen Stahlgusscharge X2CrNiMn 15-7-5 durchgeführt, welche offensichtlich eine ab-
weichende chemische Zusammensetzung von der in dieser Arbeit untersuchten Variante
X3CrMnNi 16-6-6 besitzt. Für X2CrNiMn 15-7-5 hat Burgold [29, Abschnitt 6.5] die
in Tab. 6.6 zusammengefassten Parameter des Kohäsivgesetzes identifiziert.
Anhand der Abbildungen 6.29 (a) und (b) können die mechanischen Eigenschaften
der beiden Stahlchargen im Zugversuch verglichen werden. Das Fließverhalten unter-
scheidet sich nur geringfügig. Die Anfangsfließspannung ist fast identisch. Auch die
Martensitentwicklung stimmt bis zu einer wahren Dehnung von ε = 0.15 überein. Erst
bei höheren Dehnungen liefert X3CrMnNi 16-6-6 höhere Martensitgehalte und eine
stärkere Verfestigung.
Aufgrund der gezeigten mechanischen Ähnlichkeit der Stähle wird folgendes Vor-
gehen vorgeschlagen, um realitätsnahe bruchmechanische Daten für X3CrMnNi 16-
6-6 numerisch zu generieren: Zuerst wird eine Simulation der CT-Probe unter Ver-
wendung des auf X2CrNiMn 15-7-5 kalibrierten Kohäsivzonenmodells und des auf
X3CrMnNi 16-6-6 angepassten Stoffgesetzes durchgeführt. Anschließend können die
CZM-Simulationsdaten des CT-Tests (Risswachstum, Risswiderstandskurven, Kraft-
Verschiebungskurven) zur Kalibrierung des regularisierten Schädigungsmodells auf X3Cr-
MnNi 16-6-6 genutzt werden.
































Abb. 6.29.: Vergleich (a) der Fließkurven und (b) der Martensitevolution der untersuchten Stahlchar-
gen. Zudem ist das an X2CrNiMn 15-7-5 kalibrierte Materialmodell (sim) eingezeichnet.
Tab. 6.7.: Modellparameter für den Gussstahl X2CrMnNi 15-7-5 (Modell: Box 6). Alle fehlenden
Parameter können beliebig (6= 0) gewählt werden, da Temperatur- und Mehrachsigkeitseinfluss nicht
berücksichtigt sind.
Parameter Einheit Maßzahl Quelle Parameter Einheit Maßzahl Quelle
E MPa 192000 [185] m - 40 [223]
ν - 0.24 [185] ε̇0 s−1 4·10−4 festgelegt
kgj MPa−1 8.0·10−5 festgelegt α0 - 5.85 kalibriert
Σ0 MPa 150 kalibriert α1 - 0.0 festgelegt
H0 MPa 434.0 kalibriert α3 K 1000.0 festgelegt
q - 0.387 kalibriert β0 - 1.11 kalibriert
rc - ∞ festgelegt β1 - 0.0 festgelegt
Z1 MPa 370.0 kalibriert β3 K 1000.0 festgelegt
Z2 - 2.07 kalibriert noc - 3.86 kalibriert
Z3 - 1.0 kalibriert b0 - 0.0 festgelegt
modell von Burgold [29] für X2CrNiMn 15-7-5 wiederholt. Hierbei wird zur Abbildung
des Matrixmaterials das in der vorliegenden Arbeit entwickelte ratenabhängige Modell
für TRIP-Stähle verwendet, welches vorher auf den Werkstoff X2CrNiMn 15-7-5 anzu-
passen ist. Dieser Vergleich ist notwendig, da Burgold [29] in seinen Simulationen ein
ratenunabhängiges Plastizitätsmodell (J2-Ansatz mit isotroper Verfestigung) benutzt,
wodurch unterschiedliche Ergebnisse der CT-Probensimulation auftreten können.
Mithilfe der Fließkurve und der gleichzeitig aufgenommenen Martensitentwicklung
aus dem einachsigen Zugversuch bei Raumtemperatur wird das Modell (Box 6 auf Seite
130) auf X2CrNiMn 15-7-5 kalibriert. In Abb. 6.29 sind die Anpassungsergebnisse in
Form der Fließkurve und der Martensitentwicklung dargestellt, welche eine gute Über-
einstimmung zwischen Experiment und kalibriertem Modell zeigen. Die gefundenen
Parameter sind in Tab. 6.7 aufgeführt.
Das FE-Modell der CT-Probe mit Kohäsivelementen sowie die benutzerdefinierte Im-
plementierung des CZM in ABAQUS wurden von Dr.-Ing. Andreas Burgold bzw. Dr.-
Ing. Stephan Roth (IMFD, TU Bergakademie Freiberg) zur Verfügung gestellt. Durch
Nutzung der Symmetrie ist nur ein Viertel der Probe als FE-Modell zu modellieren.


















Abb. 6.30.: Vergleich der simulierten und experimentellen Kraft-Verschiebungskurven für X2CrNiMn
15-7-5: Experimentelle Daten aus [29], Ergebnisse bei Verwendung eines ratenunabhängigen Plas-
tizitätsgesetzes (CZM ru) aus [29] und des ratenabhängigen Ansatzes dieser Arbeit (CZM). Durch
Strichlinien ist das Fehlerband (± 10 % relative Abweichung vom Referenzmodell) ergänzt.
Die entsprechende Diskretisierung kann in [30] gefunden werden. Die Anfangsrisslänge
wird mit a0 = 34.7mm gewählt, was der größten Risslänge aus den Experimenten ent-
spricht. Die Belastung erfolgt verschiebungsgesteuert mit einer Bolzengeschwindigkeit
von 0.004 mms−1.
Aus der FE-Simulation werden die Kraft F und die Verschiebung u am Bolzen ab-
gegriffen. Die Rissöffnungsverschiebung CTOD entspricht der Separation des an der
Rissspitze liegenden Knotens des ersten Kohäsivelements. Die Rissverlängerung wird
mit einer Mittelung der Schädigungsvariable über die Elementknoten der Kohäsivzo-
ne entlang der Außenseite der CT-Probe bestimmt. Hierzu wird die Vorschrift (6.9)
verwendet, wobei im folgenden die Risslänge bezüglich der undeformierten Lage (Aus-
gangskonfiguration) definiert ist (D0 = 0, Dmax = 0.995).
In Abb. 6.30 sind die experimentellen Ergebnisse den CZM-Simulationen für X2Cr-
NiMn 15-7-5 gegenübergestellt. Tatsächlich hat die Verwendung des ratenabhängigen
Modells einen sichtbaren Einfluss auf das Simulationsergebnis: Vor Erreichen des Last-
maximums wird die experimentelle Kraft-Verschiebungskurve unterschätzt und liegt im
abfallenden Bereich etwas über den experimentellen Daten. Da sich die Abweichungen
im Bereich von akzeptablen 10% in Bezug auf das ratenunabhängige Referenzmodell
bewegen, kann das kalibrierte Kohäsivzonenmodell auch bei Verwendung des ratenab-
hängigen Matrixmaterials als brauchbar angesehen werden.
6.3.5. FE-Modell der CT-Probe
Die Symmetrie von Last und Geometrie des betrachteten CT-Versuchsaufbaus ausnut-
zend, wurde für die schädigungsmechanische Simulation ein Viertel der Probe unter Be-
achtung der Symmetrierandbedingungen als FE-Modell aufgebaut, siehe Abb. 6.31 (a).
An allen geometrischen Rändern der Viertelprobe wird für die mikromorphe Bilanzglei-
chung die triviale natürliche Randbedingung gewählt. Der Bolzen ist als analytischer
Starrkörper modelliert, wobei eine reibungsfreie Kontaktformulierung zwischen Bolzen
und Lochmantelfläche vorgeschrieben ist. Analog zum BLM wird die Anfangsrissspitze






Abb. 6.31.: FE-Modell der CT-Probe: (a) Viertelmodell mit Randbedingungen und (b) Detailansicht
der Rissspitzenvernetzung mit Ausrundung rt und charakteristischer Elementgröße be.
rundet, siehe Abb. 6.31 (b). Entlang der Rissebene (y = 0) ist ein feines Netz mit
Hexaederelementen (C3D20RT, [3]) vorgeschrieben, wobei die Elemente in der x-y-
Ebene einen quadratischen Querschnitt mit der Kantenlänge be besitzen und in Di-
ckenrichtung (z-Achse) gestreckt sind. In Dickenrichtung werden aufgrund des annä-
hernd ebenen Spannungszustandes, siehe Folgeabschnitt 6.5.2, zwei bis sechs Elemente
verwendet, wobei keine signifikante Abweichung der Berechnungsergebnisse bei Varia-
tion der Elementanzahl über die Dicke festgestellt werden konnte. Die Elementgröße
be = 0.125 mm garantiert die Einhaltung der Vernetzungsanforderung be/Lnl ≤ 1/4 bis
zu einer internen Länge von 0.5 mm.
6.3.6. Parameterstudie zum Großbereichsfließen
In diesem Abschnitt wird zunächst geklärt, wie die Strategie zur Bestimmung der Schä-
digungsparameter aus Abschnitt 6.3.3 auf die Daten der CT-Versuche für den Werkstoff
X3CrMnNi 16-6-6 anzuwenden ist. Gleichzeitig werden die Einflüsse der Schädigungs-
parameter auf die Strukturantwort eines Kerbzugversuchs am Beispiel der Probengeo-
metrie R2 untersucht. Die durchgeführte Parameterstudie wird anhand des Modells
R&T-1 ausführlich vorgestellt und diskutiert. Im Rahmen der Parameterstudie wer-
den die bereits verwendeten Datensätze für R&T-1 aus Tab. 6.5 herangezogen. Zur
Variation freigegeben sind D0, C0, Lnl und εc. Der Parameter q1 wird zu q1 = 3 vor-
geschrieben und als Referenzwert der Anfangsschädigung wird D0 = 0.01 gewählt. In
den folgenden Darstellungen zu den CT-Simulation sind die Ergebnisse der Kohäsivzo-
nenrechnung (numerische Referenz für X3CrMnNi 16-6-6 mit CZM aus Tab. 6.6) sowie
der reinen Rissabstumpfung (Rechnung ohne Schädigung) zum Vergleich ergänzt. Die
Simulationen wurden mit einer quasi-statischen Bolzengeschwindigkeit (0.01 mms−1)
für eine CT-Probe mit einer Anfangsrisslänge von a0 = 39 mm durchgeführt. In den
Ergebnisdarstellungen des Kerbzugversuchs ist jeweils eine experimentelle Kurve zu
Vergleichszwecken eingezeichnet.
In Abb. 6.32 sind die Ergebnisse der simulierten Kraft-Verschiebungskurven der CT-
Proben illustriert. Für die Kohäsivzonenrechnung und die schädigungsmechanische Si-
mulation ergeben sich qualitativ vergleichbare Kurven, welche ein Lastmaximum und
einen ausgeprägten Entfestigungsbereich aufweisen.
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Abb. 6.32.: Kraft-Verschiebungsantwort der simulierten CT-Proben bei Variation der schädigungsre-
levanten Parameter.
6.3. Schädigungsentwicklung 161
Durch die Änderung von εc verschiebt sich einerseits das Lastmaximum, siehe Abb.6.32
(a). Andererseits ändert sich der Anstieg des Entfestigungszweigs, was insbesondere
durch die normierte Auftragung in Abb. 6.32 (b) hervorgehoben wird.
Durch die interne Länge Lnl kann ebenfalls das Lastmaximum der CT-Probensimu-
lation beeinflusst werden, ohne dass sich der Anstieg des Entfestigungszweigs relevant
ändert, siehe Abb. 6.32 (c).
Für die auf Porenwachstum basierten Schädigungsmodelle R&T-1 und MH-1 wird
angenommen, dass die Parameter des Schädigungsindikators ω iterativ bestimmt wer-
den müssen. Wie aus der BLM-Analyse bekannt, eignet sich für die Modellvariante
R&T-1 der Parameter C0 zur Anpassung, da sich dieser unter hohen Mehrachsigkeiten
kaum und unter moderaten Mehrachsigkeiten deutlich stärker auswirkt. Die Ergebnisse
zur Variation von C0 sind in Abb. 6.32 (d) dargestellt. Im Fall der simulierten CT-Probe
mit niedriger Dehnungsbehinderung zeigt sich eine nicht mehr vernachlässigbare Aus-
wirkung: Der Entfestigungsast in der Kraft-Verschiebungskurve wird deutlich parallel
verschoben. Daher haben die interne Länge und der Parameter des Schädigungsindi-
kators C0 einen nicht unterscheidbaren Einfluss auf die Kraftantwort der CT-Probe,
d. h. eine eindeutige Identifizierung ist ohne weitere Information nicht möglich.
Die Modellvarianten R&T-1 und MH-1 benötigen zudem eine AnfangsschädigungD0.
Kann diese nicht experimentell bestimmt werden, z. B. interpretiert als Anfangsporo-
sität, so ist sie pragmatisch zu wählen. Bisher wurde eine „Porosität“ D0 = 0.01 ange-
nommen, welche für moderne Stähle relativ groß ist. Für die betrachteten Gusswerk-
stoffe ist dieser Wert jedoch akzeptabel. In Abb. 6.32 (e) sind die Auswirkungen unter-
schiedlicher Anfangsschädigungen aufgezeigt. Zunächst ist festzustellen, dass das Last-
maximum und der abfallende Kurvenbereich der simulierten CT-Proben nicht durch die
betrachteten Größenordnungen der Anfangsschädigungen beeinflusst werden. Allein die
Abweichung der schädigungsmechanisch simulierten Kraft-Verschiebungskurven von
der reinen Abstumpfungslösung wird durch die Wahl von D0 bestimmt. Diese tritt
mit abnehmendem D0 später auf.
Ausgehend von den analysierten Parametereinflüssen kann festgestellt werden, dass
sich die Kraft-Verschiebungskurve zur Kalibrierung von εc eignet, da dieser Parameter
allein den Anstieg des abfallenden Lastastes bestimmt.
Aus den Risswiderstandskurven in Abb. 6.33 (a) geht der Einfluss von εc auf den
Reißmodul hervor, wie aus den BLM-Rechnungen bekannt. Allerdings sorgt die interne
Länge Lnl hier nicht allein für eine Parallelverschiebung der R-Kurven, sondern ändert
ebenfalls leicht deren Anstieg, siehe Abb. 6.33 (b). Eine exakte Unterscheidung von
εc und Lnl allein anhand der R-Kurven wie unter BLM-Bedingungen ist somit nicht
gegeben. Eine zusätzliche, rein vertikale Verschiebung der R-Kurven wird durch die
Änderung der Parameter C0 und D0 erreicht, siehe Abb. 6.33 (c) und (d).
Die Simulationsergebnisse zu den Kerbzugversuchen in Abb. 6.34 zeigen auf den
ersten Blick, dass alle zur Variation freigegebenen Parameter die gleiche Änderung
bewirken: eine Verschiebung des Versagenspunktes. Nur für εc und Lnl kann ein margi-
naler Einfluss auf den Anstieg des Lastabfalls abgelesen werden. Da die experimentelle
Bestimmung der Strukturantwort im Bereich des eintretenden Versagens (instabiles
Risswachstum) beim Kerbzugversuch deutlich ungenauer ist als bei der CT-Probe, ist
die Verwendung dieser Information nicht empfehlenswert.
Vergleicht man den Einfluss der Parameter Lnl und C0 auf die Kraftantwort der
CT-Probe und des Kerbzugversuchs, ist festzustellen, dass sich eine Änderung der








































































D0 = 0.01, 0.005, 0.001
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(d) D0
Abb. 6.33.: Risswiderstandskurven der simulierten CT-Proben bei Variation der schädigungsrelevan-
ten Parameter (R&T-1).
internen Länge viel stärker auf die Antwort der bruchmechanischen Probe als auf den
Kerbzugversuch auswirkt. Genau umgekehrt verhält es sich für C0. Dieser Befund kann
für die Parameteridentifikation ausgenutzt werden.
6.3.7. Strategie zur Parameteridentifikation
Aus der vorangegangenen Parameterstudie wird folgende Strategie zur Bestimmung
der Schädigungsparameter für die Modellvarianten (R&T-1, R&T-2, MH-1, MH-2) bei
Verwendung der CT-Proben und Kerbzugversuche abgeleitet:
1. Wahl der Anfangsschädigung D0 für die auf Porenwachstum basierten Varianten
R&T-1 und MH-1 (R&T-2 und MH-2: D0 = 0)
2. Festlegung der variablen Parameter des Schädigungsindikators: hier C0 für R&T,
σc für MH


































































Abb. 6.34.: Kraft-Verlängerungsverhalten der simulierten Kerbzugproben R2 bei Variation der schä-
digungsrelevanten Parameter.
4. Simulation der CT-Probe: Bestimmung von εc durch Vergleich der Anstiege der
Entfestigungsäste der simulierten und experimentell bestimmten Kraft-Verschie-
bungskurven
5. Simulation der CT-Probe: Variation von Lnl, bis simulierte und experimentelle
Entfestigungsäste der Kraft-Verschiebungskurven übereinstimmen
6. Simulation der Kerbzugversuche: Variation der freien Parameter des Schädigungs-
indikators (C0 bzw. σc) bis der Versagenspunkt, d. h. der plötzliche Lastabfall,
getroffen wird
7. Iteration über die Schritte 5&6
Anmerkungen:
In dieser Arbeit erfolgte die Anpassung der Schädigungsparameter manuell, d. h. es
wurde keine automatisierte Parameterschätzung durchgeführt. Je Modellvariante wur-
den ca. 10 Berechnungen der CT-Probe bzw. der Kerbzugversuche benötigt. Die Aus-
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Tab. 6.8.: Kalibrierte Parameter der Schädigungsinitiierung und -entwicklung der verschiedenen Mo-
dellvarianten.
Parameter C0 C1 C2 σc D0 εc Lnl
Einheit - - - MPa - - mm
R&T-1 1.7 0.7 2.2 - 0.001 0.04 0.77
R&T-2 0.4 0.7 2.2 - - 0.18 0.47
MH-1 - - - 600 0.001 0.07 0.75
MH-2 - - - 1000 - 0.35 0.45
wahl eines Startparametersatzes ist keine triviale Aufgabe. Für die interne Länge wird
den Ergebnissen von Seupel und Kuna [190] folgend die Korngröße des Materials (hier
≈ 0.5 mm) als Richtwert angesetzt. Für die porenwachstumsbasierten Modellvarian-
ten (R&T-1, MH-1, hier εc ≤ 0.1) kann von einem deutlich kleineren εc-Parameter
ausgegangen werden als für die scherempfindlichen Ansätze (R&T-2, MH-2, εc ≤ 0.5).
Für die MH-Modellvariante ist die in Abschnitt 6.2 vorgeschätzte Initiierungsspan-
nung σc = 1600 MPa deutlich zu groß, um sinnvolle Ergebnisse für die CT-Probe zu
liefern. Hier wurde mit der identifizierten Kohäsivfestigkeit von 700 MPa des CZM als
Startwert begonnen, siehe Tab. 6.6.
6.4. Kalibrierungsergebnisse
Den folgenden Ergebnissen liegt das FE-Modell der CT-Probe mit der feinsten Vernet-
zung zugrunde (sechs Elemente über halber Probendicke). Die bestimmten Parameter
aller Modellvarianten sind in Tab. 6.8 zusammengefasst. Die Resultate zur simulier-
ten CT-Probe und den Kerbzugversuchen sind in den Abbildungen 6.35 und 6.36 zum
Vergleich dargestellt.
Modellvariante R&T-1
Für den Fall R&T-1 ist in Abb. 6.37 die Problematik der eindeutigen Bestimmung der
Modellparameter C0 und Lnl veranschaulicht. Verschiedene Kombinationen von C0 und
Lnl führen zu nahezu identischen Ergebnissen in der Kraft-Verschiebungsantwort bzw.
dem Risswiderstandsverhalten der simulierten CT-Probe, siehe Abb. 6.37 (a) und (b).
Allerdings unterscheiden sich die Vorhersagen des Versagenspunktes der Kerbzugver-
suche, siehe Abb. 6.37 (c), wodurch eine eindeutige Wahl der Parameter ermöglicht
wird.
Die Vergleiche zwischen angepasstem R&T-1-Modell und der Referenzberechnung
der CT-Probe mithilfe des Kohäsivzonenmodells sowie der experimentellen Kerbzug-
versuche sind in den Abb. 6.35 und Abb. 6.36 (a) dargestellt. Der gefundene Wert
des Parameters C0 von 1.7 ist deutlich größer als der in Abschnitt 6.2, Tab. 6.2 vorab
geschätzte Wert von 0.4. Hierdurch findet die Schädigungsinitiierung („Porennukleati-
on“) für den betrachteten porenbasierten Modellansatz deutlich vor der Maximallast
statt.
Abweichend von der CZM-Referenz zeigt das schädigungsmechanische Modell die
Ausbildung eines Wendepunktes in der Kraftantwort vor Erreichen des Lastmaximums,
siehe Abb. 6.35 (a). Der anschließende Kraftabfall aufgrund des Risswachstums wird in-










































Abb. 6.35.: Simulationsergebnisse der CT-Versuche für alle kalibrierten Varianten des Schädigungsmo-
dells. Alle schädigungsmechanisch simulierten Kurven sind als Volllinien dargestellt. Zusätzlich ist das
Fehlerband für eine relative Abweichung von ±10 % vom Kohäsivzonenmodell (CZM) eingezeichnet.





































































Abb. 6.36.: Simulationsergebnisse der Kerbzugversuche für alle kalibrierten Varianten des Schädi-
gungsmodells
(b). Die relative Abweichung der Lastmaxima beträgt vertretbare 4.5 %. Das simulierte
Versagen der unterschiedlich gekerbten Zugversuche, Abb. 6.36 (a), fällt in akzeptabler
Weise in den experimentellen Bereich. Lediglich das Lastmaximum der Probenform R8
wird von der Simulation leicht überschätzt.
Modellvariante R&T-2
Das scherempfindliche Schädigungsmodell R&T-2 kann ebenfalls erfolgreich an die Re-
ferenzlösung des Kohäsivzonenmodells angepasst werden, siehe Abb. 6.35. Auffällig ist
allerdings die systematisch ansteigende Abweichung der Kraftantwort des Schädigungs-
modells, bevor das Lastmaximum erreicht wird, siehe Abb. 6.35 (a). Dies ist mit der
unmittelbaren Entfestigung am Materialpunkt zu erklären, sobald Schädigung initi-
iert, wie aus den Einelementtests bekannt. Die relative Abweichung der Lastmaxima
beträgt 5.5 % und ist somit tolerierbar. Die R-Kurve ist gegenüber der CZM-Referenz
zu größeren CTOD-Werten verschoben, Abb. 6.35 (b).
Das Versagen der Kerbzugversuche wird zufriedenstellend wiedergegeben, siehe Abb.
























































Abb. 6.37.: Zur Eindeutigkeit der Parameterwahl C0 und Lnl.
entfällt die Festlegung einer Anfangsschädigung D0.
Modellvariante MH-1
Die kalibrierte Modellvariante MH-1 zeigt eine exzellente qualitative und quantitative
Übereinstimmung in Bezug auf die Kraftantwort der CT-Probe mit der CZM-Referenz,
wie in Abb. 6.35 (a) ersichtlich. Die Risswiderstandskurve des Schädigungsmodells ist
geringfügig zu niedrigeren CTOD-Werten verschoben, siehe Abb. 6.35 (b). Die Reaktion
aller Kerbzugproben wird gut abgebildet (Abb. 6.36 (c)). Ausgehend vom Startpara-
meter σc = 700 MPa erfolgte eine iterative Korrektur zum Endwert von 600 MPa.
Modellvariante MH-2
Für die scherempfindliche Modellmodifikation MH-2 kann kein zufriedenstellender Pa-
rametersatz gefunden werden. In Abb. 6.35 ist der Fall dargestellt, wonach die Ergeb-
nisse der CT-Probe akzeptabel sind, aber die Kerbzugversuche deutlich unterschätzt
werden, siehe Abb. 6.36 (d). Wie für die Modellvariante R&T-2 beginnt die rapide
Entfestigung am Materialpunkt mit einsetzender Schädigungsinitiierung. Den Einele-
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mentrechnungen in Abschnitt 6.2 nach, wird für verschiedene Mehrachsigkeiten unter
hydrostatischer Zugbeanspruchung die gleiche maximale Hauptspannung erreicht. Dies
trifft für keine der anderen Modellvarianten in dieser Strenge zu. Die Kerbzugversuche
weisen alle ähnliche Verformungs- und Mehrachsigkeitszustände auf (h ≈ 0.4 − 0.8),
vgl. Abbildungen 6.4 (a) und (c). Diese Zustände unterscheiden sich allerdings von
dem im Rissspitzenbereich der CT-Probe (max (h) ≈ 1.3, Abb. 6.43 (b), Seite 174).
Offensichtlich ist eine Mehrachsigkeitsabhängigkeit der maximal erreichbaren Spannung
(„Kohäsivfestigkeit“) am Materialpunkt notwendig, um beide Versuchsarten gleichzei-
tig abbilden zu können. Diese benötigte Abhängigkeit der Kohäsivfestigkeit von der
Mehrachsigkeit ist im Rahmen der Kohäsivzonenmodellierung für andere Stähle be-
kannt [128].
6.5. Bewertung des schädigungsmechanischen
Modellierungsansatzes
Mit Ausnahme der Ausführung MH-2 können alle vorgeschlagenen Varianten des Schä-
digungsmodells zufriedenstellend auf die numerischen Referenzdaten der CT-Probe so-
wie die experimentellen Daten der Kerbzugversuche angepasst werden. Stellvertretend
sind für ausgewählte Modellvarianten in den Abbildungen 6.38 und 6.39 einige Beson-
derheiten der vorhergesagten Versagens- und Bruchprozesse der CT- und Kerbzugver-
suche anhand von Konturschaubildern dargestellt.
Die deformierte CT-Probe der Simulation mit MH-1 ist in Abb. 6.38 (a) bei ei-
nem Risswachstum von ∆a ≈ 60 mm illustriert. In Abb. 6.38 (b) wird ersichtlich,
dass die Zone totaler Schädigung (D ≥ Dc) keine immense Verbreiterung normal zur
Rissausbreitungsrichtung aufweist. Eine Elementlage wird extrem verzerrt. Diese stark
verzerrten Elemente tragen nicht mehr zum Strukturverhalten bei und führten in den
Berechnungen zu keinen numerischen Komplikationen. Die Ansicht der resultieren-
den Bruchfläche in Abb. 6.38 (c) zeigt ein Voreilen der Rissfront in der Probenmitte
(„Risstunneln“, „Daumennagelform“). Dieser Effekt wird experimentell bei ähnlichen
CT-Tests an austenitischen Stählen beobachtet [30]. Zudem ist eine erhebliche Quer-
einschnürung der Probe im rissnahen Bereich sichtbar.
Der Versagensablauf des Kerbzugversuchs R2 ist in Abb. 6.39 für das porenwachs-
tumsbasierte Modell MH-1 sowie das empirische Modell R&T-2 vergleichend darge-
stellt. Für MH-1 erfolgt die Schädigungsinitiierung bereits im ersten Drittel der ma-
kroskopischen Verformung und geht für das Hauptspannungskriterium wie erwartet
vom Kerbgrund aus (1). Allerdings ist das Kriterium in der gesamten Kerbgrundebene
bei diesem Verformungszustand nahezu erfüllt, d. h. innerhalb einer kleinen Lasterhö-
hung beginnt die Schädigung im gesamten tragenden Querschnitt. Analog verhält sich
das ebenfalls porenwachstumsbasierte Modell R&T-1.
Die Schädigungsinitiierung des empirischen R&T-2-Modells findet wie erwartet erst
kurz vor dem Lastabfall statt. Auch hier tritt nach einer kleinen Lasterhöhung der
gesamte Querschnitt in den Schädigungszustand ein.
Bei der Motivation des Initiierungskriteriums der maximalen Hauptspannung in Ab-
schnitt 6.2 wurde angenommen, dass bereits ein hoher Anteil an Martensit (z ≈ 0.8)
bei Schädigungsinitiierung vorhanden ist. Für das kalibrierte MH-1-Modell liegt ein
Martensitvolumenanteil z ≈ 0.2 bei Schädigungsinitiierung vor. Dieser Wert ist zwar

















Abb. 6.38.: Deformations- und Schädigungszustand der mit MH-1 simulierten CT-Probe (gespiegelte
Darstellung): (a) Rissausbreitung, (b) Nahaufnahme der Schädigungszone an der Rissspitze und (c)
Vortunneln des Risses in der Rissebene.
niedriger als angenommen, trotzdem können Mechanismen wie Sprödbruch marten-
sitischer Bereiche oder Dekohäsion austenitisch-martensitischer Grenzflächen für die
Nukleation von unterkritischen Mikroporen und Mikrorissen in Betracht gezogen wer-
den.
Die Schädigung im Fall von MH-1 entwickelt sich zunächst langsam und relativ
gleichmäßig bis zum Lastmaximum (2). Die Entfestigung triggert hierbei eine leichte
Einschnürung. Diese sorgt für eine Erhöhung der Mehrachsigkeit in der Probenmitte,
sodass die Schädigung dort stärker wächst (3) und der gebildete Riss von Probenmitte
zu Rand läuft.
Für R&T-2 konkurrieren Probenmitte (höhere Mehrachigkeit) und Kerbgrund (grö-
ßere plastische Deformation) um die Rissnukleation kurz nach dem Lastmaximum (3),
sodass das Versagen der Probe plötzlich eintritt. Dies deutet sich auch im sehr stei-
len Lastabfall an. Die geringere Ausbreitung der Schädigungszone bei Versagen (4) für
R&T-2 gegenüber MH-1 ist durch die kleinere interne Länge zu erklären, siehe Tab. 6.8.
Bei genauer Betrachtung der simulierten und experimentellen Kraft-Verlängerungs-
verläufe kann eine qualitativ bessere Wiedergabe des leicht ausgerundeten Übergangs
zwischen Lastmaximum und steilem Lastabfall durch die porenwachstumsbasierten Va-
rianten (MH-1, R&T-1) geschlussfolgert werden, vgl. Abb. 6.36. Der von Fabregue et al.
[55, 56] festgestellte Mechanismus für den TRIP-Stahl AISI 316L (frühe unterkritische
Porennukleation → Einschnürung mit starker Porennukleation und -wachstum) kann
auch für den Gussstahl X3CrMnNi 16-6-6 vermutet werden. Zusätzlich sind Heteroge-
nitäten durch Gussfehler und Grobkorn zu beachten, deren Einfluss den porenbasierten
Schädigungsprozess überlagert. Diese Vermutungen sind durch entsprechende frakto-
grafische Untersuchungen in weiteren Arbeiten zu belegen.
6.5.1. Überprüfung der numerischen Referenz für X3CrMnNi
16-6-6
Die Übertragbarkeit der Kohäsivzoneneigenschaften sowie der damit gewonnenen Pa-
rameter des Schädigungsmodells zwischen den Stahlvarianten X2CrNiMn 15-7-5 und
X3CrMnNi 16-6-6 soll in diesem Abschnitt diskutiert werden. Eine abgesicherte Über-
tragbarkeit würde vorliegen, wenn folgende Einzelannahmen mithilfe von Experimenten
bestätigt werden könnten:













































































Abb. 6.39.: Versagensablauf der simulierten Kerbzugprobe R2: linke Seite MH-1, rechte Seite R&T-2:
(1) Schädigungsinitiierung (ω = ωc = 1), (2) Schädigungsverteilung am Lastmaximum, (3) Schädi-
gungsverteilung während des Lastabfalls, (4) Probenversagen.

















Abb. 6.40.: Experimentelle und simulierte Kraft-Verschiebungsreaktion der CT-Probe für den TRIP-
Stahl X2CrMnNi 15-7-5. Für die schädigungsmechanische (Modell MH-1, sim) und die CZM-
Simulation wurden FE-Modelle mit der Anfangsrisslänge a0 = 34.7 mm und der Bolzengeschwindigkeit
0.004 mms−1 verwendet.
1. die Vorhersage des Verhaltens der CT-Probe für das Material X3CrMnNi 16-6-6
mithilfe der kalibrierten Kohäsivzonenparameter des X2CrNiMn 15-7-5
2. die Vorhersage des Verhaltens der CT-Probe für das Material X2CrNiMn 15-7-5
mit den kalibrierten schädigungsmechanischen Modellbausteinen (Schädigungsi-
nitiierung, Schädigungsentwicklung) für X3CrMnNi 16-6-6 und den elastoplasti-
schen Eigenschaften des X2CrNiMn 15-7-5
Die erste Annahme ist im Rahmen dieser Arbeit aufgrund der fehlenden Experimente
an X3CrMnNi 16-6-6 nicht überprüfbar und zudem der eigentliche Grund zur Verwen-
dung numerischer Daten. Lediglich die zweite Annahme kann getestet werden, wodurch
allein eine Teilbestätigung der Übertragbarkeitshypothese möglich ist: Trifft die schä-
digungsmechanische Simulation das Verhalten von X2CrNiMn 15-7-5, so ist eine Über-
tragbarkeit der Kohäsivzonen- und Schädigungsparameter nicht ausgeschlossen. Bei
einer größeren Abweichung ist die Übertragbarkeit zu bezweifeln, wobei die Ursache
nicht direkt hervorgeht.
Zur Überprüfung der zweiten Annahme wird die Vorhersage des kalibrierten Mo-
dells MH-1 herangezogen (Schädigungsparameter aus Tab. 6.8, Modellparameter für
X2CrNiMn 15-7-5 aus Tab. 6.7). Das Resultat in Form der Kraft-Verschiebungskurven
ist in Abb. 6.40 dargestellt. Es wird deutlich, dass die Simulation mithilfe des Schä-
digungsmodells die Ergebnisse der Kohäsivzonenmodellierung bzw. Experimente für
X2CrNiMn 15-7-5 nicht adäquat wiedergeben kann. Der Lastabfall setzt sichtbar zu
früh ein. Obwohl die beiden Stahlvarianten und X3CrMnNi 16-6-6 auf den ersten Blick
ähnliche Fließ- und Umwandlungseigenschaften besitzen, vlg. Abb. 6.29, ist somit nicht
von einer zweifelsfreien Übertragbarkeit der bruchmechanischen bzw. schädigungsme-
chanischen Parameter auszugehen. In der Arbeit von Burgold [29, Abschnitt 6.5] wird
gezeigt, dass für TRIP-fähige (X2CrNiMn 15-7-5) und nicht TRIP-fähige Legierungen

















Abb. 6.41.: Experimentelle Kraft-Verschiebungsdaten der CT-Proben für die vollaustenitischen Stähle
X2CrNiMn 15-7-5 (TRIP) und X5CrNiMn 19-7-6 (stabil) aus [29] sowie die schädigungsmechanisch
simulierte Strukturantwort für X3CrMnNi 16-6-6.
(X5CrNiMn 19-7-6) deutlich abweichende Parameter des Kohäsivzonenmodells vorlie-
gen. Möglicherweise sorgen bereits die hier vorhandenen geringeren Abweichungen in
der chemischen Zusammensetzung und den damit verbundenen Fließ- und Umwand-
lungseigenschaften für signifikante Änderungen im bruchmechanischen Verhalten. Für
eine haltbare Modellkalibrierung auf eine Stahlvariante müssen somit zwingend die
entsprechenden bruchmechanischen Experimente vorliegen.
In Abb. 6.41 sind alle von Burgold [29] angegebenen experimentellen Kraft-Verschie-
bungsdaten der austenitischen Gussstähle X2CrNiMn 15-7-5 und X5CrNiMn 19-7-6
(stabiler Austenit) nochmals der in dieser Arbeit numerisch gefundenen Kurve für
X3CrMnNi 16-6-6 gegenübergestellt. Trotz der aufgeführten Kritik bezüglich der nu-
merischen Referenzdaten für X3CrMnNi 16-6-6 zeigt Abb. 6.41, dass sich das simulierte
Verhalten grob in den realen Bereich austenitischer Gussstähle einordnet. Die Sensi-
tivitätsstudie in Abschnitt 6.3.6 hat gezeigt, dass das Schädigungsmodell eine hohe
Flexibilität besitzt. Somit ist davon auszugehen, dass auch für die reale Strukturant-
wort eines CT-Versuchs an X3CrMnNi 16-6-6 ein passender Satz von Parametern der
Schädigungsinitiierung und -entwicklung für die qualifizierten Modellvarianten gefun-
den werden kann.
6.5.2. Verhalten unter Bedingungen des Kleinbereichsfließens
In diesem Abschnitt werden die geeigneten Modelle (R&T-1, R&T-2, MH-1) unter Be-
dingungen des Kleinbereichsfließens (EVZ) mithilfe des Boundary-Layer-Modells aus
Abschnitt 6.3.3 verglichen. Dies ermöglicht die Vorhersage des Risswiderstandsverhal-
tens (J-∆a-Kurve) für den Werkstoff unter Modus-I-Belastung. In Abb. 6.42 sind die
resultierenden J-∆a-Kurven der Einzelvarianten der Vorhersage des zur Kalibrierung
verwendeten Kohäsivzonenmodells gegenübergestellt. Als Vergleichsfall sind die expe-
rimentellen Ergebnisse eines typischen Druckbehälterstahls (A508 Class 2 [136]) er-



















Abb. 6.42.: Vorhersage der Risswiderstandskurve des X3CrMnNi 16-6-6 unter Bedingungen des Klein-
bereichsfließens (BLM) für die verschiedenen Modellvarianten. Zum Vergleich ist die R-Kurve eines
Druckbehälterstahls A508 aus [136] ergänzt.
gänzt, welche anhand von Versuchen an dickwandigen, seitengekerbten CT-Proben
mit hoher Dehnungsbehinderung gewonnen wurden. Offensichtlich liefern die Simula-
tionen mit den verschiedenen Modellen deutlich unterschiedliche R-Kurven. Prinzipiell
wird für hochlegierte TRIP-Stähle ein ausgeprägtes Risswiderstandsverhalten erwar-
tet, wobei höhere Bruchzähigkeiten als beim Vergleichsstahl A508 vorliegen sollten
(JIC ≈ 400 − 500 Nmm−1 [30]). Allein die Modellvariante MH-1 liefert eine Bruchzä-
higkeit im erwarteten Bereich und ein Risswiderstandsverhalten. Bei kleiner Rissaus-
breitung (∆a ≤ 5 mm) verläuft die R-Kurve jedoch bemerkenswert flach.
Alle verwendeten schädigungsmechanischen Modellvarianten hängen intrinsisch von
der Spannungsmehrachsigkeit ab. Die zur Kalibrierung verwendete CT-Probe und das
BLM unterscheiden sich hierbei signifikant aufgrund der unterschiedlichen Dehnungs-
behinderung („out-of-plane“ constraint): In Abb. 6.43 sind die Zustände im Ligament
vor der Rissspitze während der Rissabstumpfung (Blunting) und des Risswachstums
für BLM und CT-Probe dargestellt (Modell MH-1). Bereits beim Blunting werden im
BLM (EVZ) viermal höhere Mehrachsigkeitswerte erreicht als in der Mitte der CT-
Probe, siehe Abb. 6.43 (a). Während der Rissausbreitung in der CT-Probe wird durch
die plastifizierungsbedingte Quereinschnürung die Mehrachsigkeit auf einen Maximal-
wert von 1.3 abgebaut, siehe Abb. 6.43 (b). In einem weiten Bereich vor der Rissspitze
liegt ein biaxialer Zustand (h = 2/3) vor. Im BLM ist die höchste Mehrachsigkeit wäh-
rend des Rissfortschritts hingegen in etwas größerem Abstand zur Rissspitze zu finden.
Gleichzeitig existiert ein bedeutend größerer Bereich, in welchem der Maximalwert der
CT-Probe erreicht bzw. in doppelter Höhe vorliegt (max (h) ≈ 2.8).
Für die kalibrierten Modellvarianten sind zur Illustration des Mehrachsigkeitseinflus-
ses die jeweiligen Reaktionen unter homogener Belastung (Einelementtests) in Abb. 6.44
dargestellt. Interpretiert man wiederum die maximal erreichte Spannung als Kohäsiv-
festigkeit und die Fläche unter der Kurve als Separationsarbeit eines Volumenelements,
vgl. Abschnitt 6.3.2, so ist insbesondere durch die Verringerung der Separationsarbeit





























Abb. 6.43.: Verlauf der Mehrachsigkeit h im Ligament vor der aktuellen Rissspitze für das Boundary-
Layer-Modell (BLM, Kleinbereichsfließen EVZ), die SENB-Probe (SENB, 2D EVZ) und die Kom-
paktzugprobe der Modellkalibrierung (CT, 3D Probenmitte) bei Verwendung des Modells MH-1
(Lnl = 0.75 mm): (a) Verteilung während der Rissabstumpfung, (b) Momentaufnahme während des
Risswachstums.
beim Übergang h = 1→ h = 3 von einem geringeren Risswiderstand der schädigungs-
mechanischen Modellvarianten im Vergleich zum CZM auszugehen, welches keinerlei
Mehrachsigkeitseinfluss aufweist. Die kalibrierten, auf Porenwachstum basierten Mo-
delle MH-1 und R&T-1 besitzen eine ähnliche interne Länge, siehe Tab. 6.8. Der in
Abb. 6.42 gezeigte niedrigere Risswiderstand von R&T-1 gegenüber MH-1 ist somit
durch die tendenziell kleinere Separationsarbeit am Materialpunkt bei Mehrachsigkei-
ten ≈ 3 zu erklären, siehe Abb. 6.44. Für R&T-2 ist zudem eine nochmals kleine-
re interne Länge vorhanden, wodurch die niedrigste Bruchzähigkeit und der schnelle
Übergang in den stationären Zustand begründet werden können.
Da die Varianten R&T-1 und R&T-2 nicht das vermutete Risswiderstandsverhalten
liefern, wird nachfolgend ausschließlich mit dem Ansatz MH-1 weitergearbeitet.
6.5.3. Vorhersage eines Dreipunkt-Biegeversuchs
Als Vorversuch zur Charakterisierung des Bruchverhaltens des TRIP-Stahls X3CrMnNi
16-6-6 wurde ein Dreipunkt-Biegeversuch an einer SENB-Probe mit eingeschwungenem
Anfangsriss und Seitenkerben durchgeführt [48]. Die Probengeometrie ist durch die Ab-
messungen B×W×L=25×50×250 (in mm) nach ESIS P2-92 [54] gegeben (20 % Seiten-
kerb). Die eingebrachte Anfangsrisslänge beträgt a0 = 30.0...31.5 mm (keine ebene Riss-
front). Die Durchbiegung wurde mit einer Geschwindigkeit von 3 mmmin−1 gefahren.
Während des Versuchs wurde die Kraft sowie die Stempelverschiebung aufgezeichnet.
Die Probe versagte im Experiment durch massive plastische Deformation (plastischer
Kollaps), ohne dass ein stabiles Risswachstum messtechnisch detektiert werden konnte.
Der Versuch eignet sich zwar nicht zur Bestimmung normgerechter bruchmechanischer
Kennwerte, allerdings sollte eine Simulation des Versuchs mit einem gültigen Modell
zumindest qualitativ den plastischen Kollaps ohne das dominierenden Auftreten von
Schädigung und Risswachstum vorhersagen.
Für die Simulation wurden ein 2D (EVZ) und ein 3D-Modell der SENB-Probe ver-

















Abb. 6.44.: Verhalten der kalibrierten Modellvarianten unter homogener Belastung bei konstanter
Mehrachsigkeit h (Einelementtests). Die Kreissymbole kennzeichnen die jeweilige Schädigungsinitiie-
rung.
wendet. Für das 2D-Modell wurde aufgrund der Seitenkerben die Nettodicke 0.2B
angenommen. In Abb. 6.45 (a) sind die Simulationsergebnisse mit der Modellvariante
MH-1 bei Verwendung des 2D und 3D-FE-Modells dargestellt (hier mit Anfangsrisslän-
ge a0 =30 mm). Die Ergebnisse stimmen in brauchbarer Weise überein, sodass weiterhin
das 2D-Modell verwendet wurde.
Die zur Simulation der SENB-Probe verwendete Modellvariante MH-1 führt zwar zu
einem R-Kurvenverhalten unter Bedingungen des Kleinbereichsfließens, vgl. Abb. 6.42,
spiegelt indes nicht die extremen Risswiderstandseigenschaften des Realwerkstoffs wi-
der, welche sich im SENB-Test zeigen: Der Vergleich zwischen experimentell bestimm-
ter und mit MH-1 simulierter Kraft-Stempelverschiebungskurve ist in Abb. 6.45 (b)
dargestellt. Im Gegensatz zum experimentellen Befund liefert die schädigungsmecha-
nische Simulation ein Versagen der Probe durch Rissfortschritt – deutlich vor der real
erreichten Stempelverschiebung. Laut der prinzipiellen Einteilung der Bruchmechanis-
men nach ESIS P2-92 [54] anhand der Kraft-Verschiebungskurve des SENB-Tests würde
für die Simulation des X3CrMnNi 16-6-6 ein instabiler Bruch mit spröd-duktilen Antei-
len vorliegen. Eine Erklärung des simulierten Verhaltens liefert die R-Kurve für MH-1
in Abb. 6.42. Nach Erreichen der Bruchzähigkeit kann der Riss ca. 5 mm ungehin-
dert wachsen, wodurch im Anwendungsfall der SENB-Probe ein Viertel des tragenden
Querschnitts plötzlich wegfällt und somit der steile Lastabfall hervorgerufen wird.
Es sollte jedoch abschließend betont werden, dass die Vorhersage des SENB-Tests
eine Herausforderung darstellt, da der Unterschied zwischen kalibriertem Mehrachsig-
keitsbereich (max (h) = 1.3) und dem Anwendungsfall (max (h) ≥ 2.2, siehe Abb. 6.43
(b)) sehr groß ist. In der Prozesszone vor der Rissspitze der SENB-Probe liegen Mehr-
achsigkeitsverhältnisse vor, welche vergleichbar zum Kleinbereichsfließens unter EVZ
sind, siehe Abb. 6.43. Der experimentelle Abgleich erlaubt die Aussage, dass das kali-
brierte Modell MH-1 eine sehr konservative Abschätzung des Versagens für angerissene
Proben unter hoher Dehnungsbehinderung bei dominanter Modus-I-Belastung hervor-
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(b) Vergleich mit Experiment aus [48]
Abb. 6.45.: Kraft-Stempelverschiebung der SENB-Probe unter 3-Punkt-Biegung.
bringt.
6.6. Zusammenfassung und Schlussfolgerungen
Zwei Sonderfälle der Schädigungsentwicklung wurden eingehend untersucht:
1. ein porenwachstumsbasiertes Schädigungsmodell (q2=0, D0 > 0) und
2. ein empirischer, scherempfindlicher Ansatz (q2=1, D0 = 0).
Beide Varianten unterscheiden sich in der Interpretation der Schädigungsinitiierung
(ω = ωc) und der Schädigungsentwicklung: Für den porenwachstumsbasierten Ansatz
kann ω = ωc als Nukleation von unterkritischen Mikroporen und -rissen aufgefasst
werden. Die Entfestigung am Materialpunkt setzt erst bei weiterer Verformung ein. Im
Unterschied dazu beschreibt der empirische Ansatz die plötzlich einsetzenden Koales-
zenzmechanismen, welche zur sofortigen Entfestigung führen [120, 190]. Dies konnte
mithilfe von Einelementtests unter homogenen Belastungsbedingungen bei verschiede-
nen Mehrachsigkeiten und durch die Auswertung simulierter Kerbzugversuche illus-
triert werden.
Aufgrund der exzellenten Verfestigung des TRIP-Stahls tritt keine ausgeprägt diffu-
se Einschnürung bei Kerbzugversuchen vor dem Lastabfall auf. Die anfänglich höhe-
re Mehrachsigkeit aufgrund der Kerbwirkung wird durch die ermöglichte Verformung
deutlich abgebaut. Die gegensätzlichen Tendenzen liegen für einen moderat verfestigen-
den, höherfesten Druckbehälterstahl vor, welcher als Vergleichsmaterial herangezogen
wurde.
Als Versagensmodelle für die Kerbzugversuche des betrachteten TRIP-Stahls qua-
lifizieren sich das Rice-Tracey-Kriterium (R&T) und alternativ das Kriterium der
maximalen Hauptspannung (MH). Für die Kalibrierung des Rice-Tracey-Kriteriums
erfolgt in dieser Arbeit die Annahme, dass Schädigungsinitiierung bzw. Rissbildung
gleichzeitig über den gesamten Querschnitt der Kerbzugproben auftreten. Das Kriteri-
um der maximalen Hauptspannung ist durch das Zusammenfallen der jeweils höchsten
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Spannung, plastischen Verformung und des höchsten Martensitvolumenanteils im Kerb-
grund motiviert. Das Versagen martensitischer Bereiche auf Mikroebene wird somit als
Mechanismus der Porennuklation bzw. als schädigungsauslösend angenommen, wie dies
fallweise in der Literatur berichtet wird [49, 69, 179].
Rissfortschrittssimulationen unter definierten Bedingungen (Boundary-Layer-Modell)
bringen den Einfluss der Modellparameter der Schädigungsentwicklung zum Vorschein:
Das Verhältnis q1/εc bestimmt den Anstieg der Risswiderstandskurve (Reißmodul) und
die interne Länge Lnl die Bruchzähigkeit, vgl. [190]. Die Modelle liefern netzunabhän-
gige Ergebnisse, d. h. eine Regularisierung des Randwertproblems wird erreicht. Für
eine globale Konvergenz ist ein Verhältnis von Elementkantenlänge zu interner Länge
von 1/4 im schädigungsrelevanten Bereich einzuhalten.
Beachtet werden muss der Einfluss der verschiedenen Schädigungsinitiierungskrite-
rien auf den Rissfortschritt: Der Parameter C2 im Rice-Tracey-Kriterium (Gewich-
tung der Mehrachsigkeit) nimmt Einfluss auf den Risspfad: Kleine Werte von C2 füh-
ren zur Abzweigung des Risses in die plastische Zone bei vorgeschriebener Modus-I-
Belastung im ebenen Verzerrungszustand. Bei Verwendung des Kriteriums der maxi-
malen Hauptspannung kann durch große σc/σ0-Verhältnisse (kritische Hauptnormal-
spannung zu Anfangsfließspannung) eine stufenförmige Risswiderstandskurve auftre-
ten. Dies ist durch Voreilen und Arrest der aktiven Schädigungszone bedingt.
Als bruchmechanische Datenbasis für den Untersuchungswerkstoff X3CrMnNi 16-6-
6 werden numerisch generierte Daten am Beispiel einer CT-Probe unter Einsatz eines
vorkalibrierten Kohäsivzonenmodells verwendet. Die Parameter des eingesetzten Kohä-
sivzonenmodells wurden für einen ähnlich umwandlungsfreudigen und verfestigenden
TRIP-Gussstahl X2CrNiMn 15-7-5 an derselben Probengeometrie in einer früheren
Arbeit [29] bestimmt. Eine kritische Untersuchung zeigt, dass die Parameter des Ko-
häsivzonenmodells nicht zweifelsfrei bei Änderung des Matrixverhaltens (Änderung
der chemischen Zusammensetzung, ratenunabhängige → ratenabhängige Plastizität)
übertragbar sind. Jedoch ordnet sich das simulierte Kraft-Verschiebungsverhalten der
CT-Probe für X3CrMnNi 16-6-6 grob in die bekannten Versuchsdaten austenitischer
Gussstähle ein. Die numerischen Referenzdaten der CT-Probe können somit für prin-
zipielle Untersuchungen zur Parameteridentifikation und -schätzung genutzt werden.
Die auf der Datenbasis von Risswiderstandskurven und Kerbzugversuchen etablier-
te Strategie zur Bestimmung der schädigungsmechanischen Modellparameter [82, 186,
190] kann auch für bruchmechanische Versuche an Proben unter geringer Dehnungsbe-
hinderung für austenitische Stählen adaptiert werden. Hierbei muss eine große, stabi-
le Rissausbreitung vorliegen. Für den vorhandenen Datensatz (Kerbzugversuche, CT-
Probe für X3CrMnNi 16-6-6) ist die Modellkalibrierung auf moderate Mehrachsigkeiten
beschränkt (h = 0.4 − 1.3). Für eine eindeutige Kalibrierung der Schädigungsmodelle
ist der Parameter q1 vorab festzulegen. Der Einfluss von εc und Lnl kann dann bereits
aus der Kraft-Verschiebungskurve der CT-Probe abgelesen werden: εc – Anstieg des
Entfestigungsastes, Lnl – Lage des Lastmaximums.
Für die porenwachstumsbasierten Ansätze sind die interne Länge Lnl und ausgewählte
Parameter der Schädigungsinitiierung
• MH-1: kritische Hauptnormalspannung σc
• R&T-1: direkter Einfluss der plastischen Vergleichsdehnung C0
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iterativ zu bestimmen. Da sich die Parameter unterschiedlich auf das simulierte Versa-
gen der CT-Probe und die Kerbzugversuche auswirken, ist eine eindeutige Bestimmung
möglich.
Für die empirische (scherempfindliche) Variante R&T-2 unter Verwendung des Rice-
Tracey-Kriteriums für die Schädigungsinitiierung ist keine iterative Bestimmung not-
wendig. Die aus der Literatur bekannte sequentielle Strategie (ungeschädigtes Mate-
rialverhalten → Kriterium der Schädigungsinitiierung aus Kerbzugversuchen → Para-
meter der Schädigungsentwicklung aus bruchmechanischen Versuchen [190]) ist hierfür
zielführend.
Nach Anpassung der schädigungsmechanischen Modellvarianten auf die vorhande-
nen Ergebnisse der CT-Probe und Kerbzugversuche lassen sich folgende Bewertungen
ableiten: Die empirische Variante MH-2 ist aufgrund der intrinsisch mehrachsigkeits-
unabhängigen „Kohäsivfestigkeit“ nicht in der Lage beide Versuchsarten gleichzeitig
abzubilden. Hingegen weist die porenwachstumsbasierte Variante MH-1 eine qualitativ
und quantitativ sehr gute Übereinstimmung mit den experimentell-numerischen Refe-
renzdaten auf. Die Kombinationen des Rice-Tracey-Kriteriums für Schädigungsini-
tiierung mit der porenwachstumsbasierten Schädigungsentwicklung (R&T-1) und mit
der empirischen Variante (R&T-2) liefern noch akzeptable Anpassungsergebnisse. Al-
lerdings zeigt R&T-1 einen weder in der Kohäsivzonenrechnung, noch in Experimenten
an anderen Stählen vorhandenenWendepunkt in der Kraft-Verschiebungskurve der CT-
Probe vor Erreichen des Lastmaximums. Die simulierte Kraft-Verschiebungskurve der
CT-Probe mit R&T-2 unterschätzt systematisch die numerische Referenz des Kohäsiv-
zonenmodells vor dem Lastmaximum, wobei die relative Abweichung kleiner als 10 %
ist. Zur Modifikation auf Versagensszenarien bei scherdominierter Belastung (h ≈ 0)
eignet sich jedoch allein diese Modellvariante.
Die Vorhersage der Risswiderstandskurve mithilfe des Boundary-Layer-Modells zeigt,
dass ausschließlich die Modellvariante MH-1 ein R-Kurvenverhalten mit einer realis-
tischen Bruchzähigkeit austenitischer Stähle liefert. Die Varianten R&T-1 und R&T-
2 weisen hingegen einen schnellen Übergang in den stationären Zustand mit deut-
lich geringerer Bruchzähigkeit auf. Ein Standard-SENB-Test unter Dreipunktbiegung
am realen Untersuchungswerkstoff lieferte kein stabiles Risswachstum, lediglich plasti-
schen Kollaps der Probe, während die Simulation mit dem kalibrierten MH-1-Modell
zu einem frühzeitigen Versagen durch Risswachstum führte. Die Modelle sind dem-
nach nicht auf alle Beanspruchungssituationen übertragbar. Zwar liefern die Modelle
eine konservative Abschätzung bei hohen Mehrachsigkeiten und entsprechenden Ris-
sen unter hoher Dehnungsbehinderung (EVZ), allerdings ist eine vertrauenswürdige
Anwendung der Modelle auf „dünnwandige“ Strukturen mit möglichen Anfangsrissen
unter geringer Dehnungsbehinderung beschränkt. Für eine Erweiterung des vertrauens-
würdigen Mehrachsigkeitsbereichs bzw. zur weiteren Überprüfung der Übertragbarkeit
können beispielsweise CT-Proben mit verschiedener Dicke getestet und zur Kalibrie-
rung/Validierung genutzt werden.
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Ziel der vorliegenden Arbeit war es, das Versagensverhalten von hochlegierten TRIP-
Stählen mithilfe eines regularisierten Schädigungsmodells zu beschreiben. Zur Zieler-
füllung war zudem die Formulierung eines adäquaten Materialmodells für das unge-
schädigte Materialverhalten notwendig, welches grundlegende Phänomene von hochle-
gierten TRIP-Stählen bei thermomechanischer Beanspruchung abbilden kann.
Zur Regularisierung des mechanischen Randwertproblems bei Materialentfestigung
wurde eine gradientenerweiterte Formulierung im Rahmen der mikromorphen Theorie
vorgeschlagen. Die Arbeit folgt dem quasi-standardisierten Vorgehen von Forest [63] zur
Herleitung der mechanischen, thermodynamischen und mikromorphen Feldgleichungen,
wobei die Thermodynamik interner Variablen zur Abbildung lastgeschichtsabhängigen
Materialverhaltens einbezogen wurde. Das konkrete Materialmodell wurde durch die
Festlegungen der internen Variablen, eines Zustandspotentials und der Fließregeln für
die inelastischen Deformationsraten sowie für die internen Variablen gewonnen. Das
ratenabhängige Spannungs-Dehnungsverhalten wurde durch ein multiplikatives, druck-
abhängiges Viskoplastizitätsmodell vom Norton-Typ beschrieben. Der hydrostatische
Spannungseinfluss auf das Fließen tritt durch die Entwicklung von Schädigung auf, wo-
durch eine heuristische Abbildung von Porenwachstumsprozessen gegeben ist.
Zur Anwendung des Materialmodells wurden zwei Sonderfälle in das FEM-Programm
ABAQUS/Std. implementiert: (i) ein vollständig thermomechanisch gekoppeltes Mo-
dell ohne Schädigungseinfluss, (ii) ein gradientenerweitertes Schädigungsmodell für iso-
therme Bedingungen.
Zur thermomechanischen Modellierung
Der gesamte Volumenanteil an α′-Martensit wurde als Summe eines athermisch bzw.
spannungsunterstützt gebildeten Anteils und eines verformungsinduzierten Beitrags
formuliert, wodurch der klassischen Einteilung der Bildungsmechanismen Rechnung
getragen wird. Dabei wurde die Entwicklung des athermischen Martensits durch ein
neues temperatur- und spannungsabhängiges Umwandlungskriterium erfasst. Hieraus
stellt sich unter der Annahme einer assoziierten Fließregel eine in der Literatur etablier-
te TRIP-Deformationsrate ein, welche linear von der Spannung abhängt. Zur Bewer-
tung des Umwandlungskriteriums und der TRIP-Kinematik wurde eine Anpassung auf
Dilatometerversuche eines umwandlungsfreudigen Maraging-Stahls [145] durchgeführt.
Zunächst konnte gezeigt werden, dass eine Modifikation der Koistinen-Marburger-
Kinetik nötig ist, um die beobachtete, rein abkühlungsinduzierte Martensitbildung
hochlegierter TRIP-Stähle besser erfassen zu können. Die verwendete Entwicklungs-
gleichung der TRIP-Deformationsrate ermöglicht nur in einem eingeschränkten Bereich
zusätzlich angelegter Haltespannung eine Abbildung der beobachteten Verformungshis-
torie. Ein Lastrichtungseinfluss (J3-Abhängigkeit) sowie eine nichtlineare Formulierung
in der Spannung wurden als zukünftige Verbesserungsvorschläge herausgearbeitet. Wei-
tere Phänomene wie die spannungsabhängige Verschiebung der Umwandlungstempera-
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tur und die beobachtete Anomalie der Anfangsfließspannung aufgrund der spannungs-
unterstützten Phasenumwandlung konnten prinzipiell wiedergegeben werden.
Für die kommerzielle Legierung X5CrNi 18-10 (AISI 304) und eine experimentelle
Gusslegierung des SFB 799 (X3CrMnNi 16-6-6) spielen athermische und spannungs-
unterstützte Martensitbildung in einem weiten Temperaturbereich eine untergeordne-
te Rolle. Hingegen stechen die Spannungszustands- und Temperaturabhängigkeit der
verformungsinduzierten Martensitentwicklung sowie der Kaltverfestigung in besonde-
rem Maße hervor. Zur Modellierung der verformungsinduzierten Martensitbildung wur-
de eine neue mehrachsigkeits- und temperaturabhängige Modifikation der etablierten
Olson-Cohen-Kinetik entworfen. Die Einflussfunktion der Mehrachsigkeit unterschei-
det in erster Linie zwischen Zug-, Druck- und Schubzuständen. Anhand einer Anpas-
sung der vorgeschlagenen Kinetik an verschiedene Literaturergebnisse ( AISI 304, AISI
301LN) konnte deren Eignung begründet werden. Die Erweiterungen zum Tempera-
tureinfluss konnten am Beispiel des X5CrNi 18-10 validiert werden.
Als isotroper Verfestigungsansatz wurde eine empirische Mischungsregel für die An-
fangsfließspannung gewählt, wobei diese im Weiteren als temperaturabhängige Funk-
tion definiert wurde. Insbesondere für den Stahl X5CrNi 18-10 zeigte dieser pragma-
tische Ansatz plausible Vorhersagen für Zugversuche bei verschiedenen Temperaturen.
Die lastrichtungsabhängige Verfestigung („Zug-Druck-Asymmetrie“) wurde durch die
Einführung einer Verfestigungsvariable erfasst, welche einer durch den Lode-Winkel
gewichteten plastischen Vergleichsdehnung entspricht. Dieser Vorschlag bietet eine hö-
here Flexibilität als J3-abhängiges Fließen, welches durch Konvexitätsanforderungen
eingeschränkt ist. Zudem wurde eine schrittweise Strategie zur Parameterschätzung
erarbeitet, womit eine ineffiziente Simultananpassung aller Modellparameter (Verfesti-
gung+Martensitkinetik) umgangen werden kann. Mithilfe des Modells wurden erstmals
gleichzeitig die Zug-Druck-Asymmetrie, die Dehnratenabhängigkeit (Curve-Crossing-
Effekt, technische Dehnrate 4 ·10−4 bis 1 s−1) sowie die Temperaturabhängigkeit (Tem-
peraturbereich −60 ◦C bis 200 ◦C) von Verfestigung und Martensitentwicklung des
Stahls X3CrMnNi 16-6-6 in brauchbarer Weise erfasst. Damit stellt das Modell eine
Neuerung im Vergleich zur vorangegangenen Arbeit von Prüger [163] im SFB 799 dar,
welche auf die Beschreibung von Einzelphänomenen beschränkt war.
Zur schädigungsmechanischen Modellierung
Zur Kopplung der isotropen Schädigung an die konstitutiven Gleichungen wurden die
klassischen Konzepte der Kontinuumsschädigungsmechanik angewendet (Konzept der
effektiven Spannung, Hypothese der äquivalenten Dehnung). Die Entwicklung der Schä-
digung beruht auf der Annahme eines duktilen Mechanismus. Als lokales Pendant zur
mikromorphen Variable sowie als Triebgröße der Schädigung wurde eine aus den In-
varianten der viskoplastischen Deformationsrate gebildete skalare Größe definiert (ge-
wichtete Summe aus plastischer Vergleichsdehnung und volumetrischer plastischer Deh-
nung).
Die Entwicklungsgleichung der Schädigung wurde so gewählt, dass als Spezialfall ein
reines Porenwachstumsmodell enthalten ist. Durch Wahl der eingeführten Modellpa-
rameter lassen sich zudem scherempfindliche Ansätze einstellen. Für den Beginn der
Schädigung wird die Erfüllung eines Initiierungskriteriums durch einen empirischen
Schädigungsindikator vorausgesetzt.
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Das regularisierte schädigungsmechanische Modell wurde auf die Gusslegierung X3Cr-
MnNi 16-6-6 unter quasi-statischer Belastung bei Raumtemperatur angewendet, wo
der Werkstoff noch ein erhebliches Umwandlungsvermögen aufweist. Mithilfe von si-
mulierten und experimentellen Ergebnissen von Kerbzugversuchen wurde gezeigt, dass
aufgrund der starken Verfestigung des TRIP-Stahls die diffuse Einschnürung verzö-
gert wird und sich so die Lastgeschichten der Materialpunkte im Versagensbereich der
Proben von denjenigen moderat verfestigender Stähle unterscheiden. Als reine Versa-
genskriterien wurden durch Auswertung der FE-Simulationen ein modifiziertes Rice-
Tracey-Kriterium und die Hypothese der maximalen Hauptspannung vorgeschlagen,
welche als Ausgangspunkt zur Formulierung der Schädigungsindikatoren dienten.
Aus der Kombination der Schädigungsindikatoren mit Varianten der Schädigungs-
entwicklung (porenwachstumsbasiert oder scherempfindlich) lassen sich verschiedene
Modellableger generieren. Davon wurden vier vielversprechende Ansätze eingehender
untersucht. Durch eine Studie zum Rissfortschrittsverhalten unter Bedingungen des
Kleinbereichsfließens mithilfe eines Boundary-Layer-Modells wurde gezeigt, dass an-
hand der simulierten Risswiderstandskurve (R-Kurve) eine Identifikation der schädi-
gungsrelevanten Modellparameter möglich ist. Der Einflussfaktor der hydrostatischen
Spannung auf das Fließverhalten q1 und der Fitparameter der Schädigungsentwicklung
εc bestimmen beide den Anstieg der R-Kurve. Eine eindeutige Festlegung erfordert
somit weitere Informationen oder sinnvolle Annahmen. Zusätzlich kann die Parame-
terwahl der Schädigungsindikatoren die Ausprägung der R-Kurve oder den Risspfad
beeinflussen.
Für austenitische Gussstähle wurden im SFB 799 bruchmechanische Versuche an
CT-Proben durchgeführt, wobei massives Großbereichsfließen und große stabile Riss-
ausbreitung (∆a ≈ 6 cm) unter Modus I vorlagen. Da für den Untersuchungswerkstoff
X3CrMnNi 16-6-6 keine CT-Versuche existieren, wurde eine numerische Vorhersage
mithilfe eines Kohäsivzonenmodells als Referenz genutzt, welches in einer Vorarbeit
[29] auf einen Gussstahl mit ähnlichem Verfestigungs- und Umwandlungsverhalten an-
gepasst wurde. Die numerische Vorhersage lieferte ein Verhalten für X3CrMnNi 16-6-6,
welches in den Rahmen experimenteller Beobachtungen zu austenitischen Gussstählen
fällt. Auf Datenbasis der Kerbzugversuche und des numerisch generierten CT-Versuchs
wurde eine Strategie zur Parameterbestimmung vorgeschlagen. Diese ermöglicht, unter
wenigen notwendigen Annahmen, eine eindeutige Festlegung der Parameter der Schädi-
gungsentwicklung und Schädigungsinitiierung. Dabei wurde gefunden, dass die Schädi-
gungsinitiierung das Versagen der Kerbzugversuche diktiert, wohingegen die Parameter
der Schädigungsentwicklung vorrangig das simulierte Verhalten der bruchmechanischen
Probe beeinflussen.
Folgende Kombinationen aus Schädigungsinitiierung und Schädigungsentwicklung
haben sich aufgrund einer erfolgreichen Kalibrierung auf den Referenzdatensatz für
weitere Untersuchungen qualifiziert:
• MH-1: eine porenwachstumsbasierte Schädigungsentwicklung mit dem maximalen
Hauptspannungskriterium als Schädigungsindikator. Der Schädigungsbeginn ist
hierbei als unterkritische Porennukleation oder Mikrorissbildung aufzufassen.
• R&T-1: eine porenwachstumsbasierte Schädigungsentwicklung mit dem Rice-
Tracey-Kriterium als Schädigungsindikator. Der Schädigungsbeginn ist wieder-
um als unterkritische Porennukleation oder Mikrorissbildung aufzufassen.
182 7. Zusammenfassung der Arbeit
• R&T-2: ein scherempfindlicher Ansatz mit dem Rice-Tracey-Kriterium als
Schädigungsindikator. Die Erfüllung des Initiierungskriteriums wird als Beginn
von Koaleszenzmechanismen verstanden, was mit einer sofortigen Entfestigung
am Materialpunkt einhergeht.
Die Kalibrierung der Modelle erfolgte in einem Bereich moderater Spannungsmehr-
achsigkeit von h = 0.4 − 1.3. Mithilfe des Boundary-Layer-Modells wurden für die
qualifizierten Modellvarianten Risswiderstandskurven (J −∆a) für den Werkstoff un-
ter Modus-I-Belastung (EVZ) vorhergesagt. Die verschiedenen Modellvarianten zeigten
deutlich abweichende Vorhersagen der Risswiderstandskurve. Lediglich MH-1 lieferte ei-
ne Bruchzähigkeit im erwarteten Bereich und ein R-Kurvenverhalten, welches mit zähen
Druckbehälterstählen vergleichbar ist. Eine weitere qualitative, experimentell gestütz-
te Bewertung der Vorhersage von MH-1 unter hoher Mehrachsigkeitsbeanspruchung
wurde durch den Vergleich zwischen simulierten und gemessenen Kraft-Verschiebungs-
kurven einer angerissenen SENB-Probe mit Seitenkerben unter Dreipunkt-Biegebean-
spruchung vorgenommen. Das Modell sagte ein zu frühes Versagen aufgrund von Riss-
wachstum vorher, während im Versuch plastischer Kollaps ohne nennenswertes Riss-
wachstum auftrat. Die Simulation lieferte somit für diesen Versuch, welcher gegenüber
der zur Kalibrierung genutzten CT-Probe einen Anfangsriss unter hoher Dehnungsbe-
hinderung (hoher „out-of-plane“ constraint) aufweist, eine konservative Abschätzung
der Beanspruchbarkeit der Struktur. Somit scheint die Anwendung der Schädigungsmo-
delle außerhalb des kalibrierten Bereichs nicht vertrauenswürdig und sollte auf diesen
beschränkt bleiben.
Ausblick
Numerische und experimentelle Untersuchungen zur Übertragbarkeit der Modellvorher-
sagen bruchmechanischer Versuche beim Übergang von niedriger zu hoher Dehnungs-
behinderung (Einfluss des „out-of-plane“ constraint) können die Grundlage weiterer
Arbeiten bilden. Bisherige Studien zur Übertragbarkeit schädigungsmechanischer Mo-
dellvorhersagen beschäftigen sich mit dem Einfluss des „in-plane“ constraint auf das
Risswiderstandsverhalten, d. h. dem Einfluss der rissparallelen T-Spannung unter EVZ-
Bedingungen [80, Abschnitt 3.1.6.], [22, 225] oder ESZ-Bedingungen [27]. Aufgrund der
ratenabhängigen Formulierung des Schädigungsmodells sind zukünftige Studien unter
höherer Belastungsgeschwindigkeit möglich. Dafür ist eine vollständige Betrachtung
des gekoppelten Dreifeldproblems (thermisch-mechanisch-mikromorph) voraussichtlich
notwendig, da hochlegierte TRIP-Stähle die gezeigte Temperaturempfindlichkeit auf-
weisen. Der temperaturbedingte Wechsel der Deformationsmechanismen kann ebenfalls
die Schädigungsmechanismen, speziell die Schädigungsinitiierung, beeinflussen. Zudem
erfordert die zu erwartende Interaktion von temperaturinduzierter Entfestigung und
Materialschädigung eingehende Untersuchungen. Insbesondere die Verwendung nicht-




Der Begriff Objektivität im allgemeineren Sinn bezieht sich auf spezielle Transfor-
mationseigenschaften bei Beobachterwechsel für tensorielle Größen in der räumlichen
Betrachtungsweise. Der Beobachterwechsel (I)→(II) ist durch folgende Beziehung zwi-
schen den festgestellten Ortsvektoren der beiden Beobachter gekennzeichnet:
#»x (II) (P, t) = #»c (t) +Q (t) · #»x (I) (P, t) (A.1)
Darin sind Q (t) ein zeitabhängiger, orthogonaler Tensor und #»c (t) ein zeitabhängiger
Vektor. Beide Beobachter detektieren denselben materiellen Punkt P mithilfe des je-
weiligen Ortsvektors bezüglich ihres gewählten räumlichen Ursprungspunktes. Folglich
transformiert sich der Deformationsgradient beim Beobachterwechsel nach
F (II) = Q (t) · F (I). (A.2)
Folgende Transformationseigenschaften müssen zur Erfüllung der Objektivität für räum-
liche Tensoren nullter bis zweiter Stufe gelten:
A(II) = A(I) (A.3)
#»
A
(II) = Q (t) · #»A(I) (A.4)
A(II) = Q (t) ·A(I) ·QT (t) . (A.5)
A.2. Postulat der maximalen Dissipation
Das Postulat der maximalen Dissipation fordert bei der Anwendung auf die athermische
Phasenumwandlung
γtrip = σ : Dϑtrip + σ : Dv −Qϑżϑ → max, (A.6)
unter der Nebenbedingung
ytr (σ, Qϑ;ϑ, κα) ≤ 0, (A.7)
wobei ϑ, κα als Parameter und σ, Qϑ als Funktionen anzusehen sind.
Mathematisch wird das Optimierungsproblem mit der Lagrange-Multiplikatoren-
methode behandelt (Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung in Ungleichungsform).







= −γtrip + Λ̇ϑytr → min, (A.8)
Λ̇ϑ ≥ 0 (A.9)
überführt, worin Λ̇ϑ den Lagrange-Multiplikator bezeichnet. Auf Grundlage der Va-
riationsrechnung liefert
δL = 0 (A.10)
die notwendige Bedingung eines Extremalwertes des Funktionals L. Mit δ sei hier der



























δΛ̇ϑ = 0. (A.11)
Da für die Variationen der Funktionen im Allgemeinen δσ 6= 0, δQϑ 6= 0 und δΛ̇ϑ 6= 0














und die Nebenbedingung selbst
ytr = 0. (A.14)
Die Deformationsraten Dϑtrip und Dv sind definitionsgemäß der Deviator bzw. Kugel-



















Die Anforderungen an Nebenbedingung ytr und Lagrange-Multiplikator lassen sich
als Kuhn-Tucker-Bedingungen darstellen:
ytr ≤ 0, Λ̇ϑ ≥ 0, Λ̇ϑ ytr = 0. (A.17)
A.3. Matrix-Vektorschreibweise spezieller Tensoren 185
A.3. Matrix-Vektorschreibweise spezieller Tensoren
Besondere Beachtung ist der Darstellung der Invarianten des Spannungstensors in
Voigt-Notation zu schenken. Die erste Invariante des Spannungstensors (3.27) und
die hydrostatische Spannung (3.26) auf Seite 60 können als
Î1 = δT · σ̂, σ̂h =
1
3δ
T · σ̂ (A.18)
geschrieben werden. Darin steht
δT =
[
1 1 1 0 0 0
]
(A.19)
für die Voigt-Notation des Einheitstensors zweiter Stufe. Der Spannungsdeviator,
Gl. (3.29) auf Seite 60, kann damit als
Ŝ = σ̂ − δσ̂h =
(
I − 13δ · δ
T
)




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1





Die Matrix Idev dient zur Extraktion des deviatorischen Anteils eines in Voigt-
Notation geschriebenen symmetrischen Tensors zweiter Stufe.
Die zweite Invariante des Spannungsdeviators nach Gl. (3.28) und die Vergleichss-








T ·P · Ŝ (A.22)
überführen. Darin ist eine Skalierungsmatrix der Art
P =

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0




Zur Berechnung der dritten Invariante des Spannungsdeviators J3 existiert keine dem
Autor bekannte Darstellung in Voigt-Notation. Die ausgeschriebene Form ergibt nach
Gl. (3.40):
3Ĵ3 = Ŝ311 + Ŝ322 + Ŝ333 + 3Ŝ22Ŝ223 + 3Ŝ212Ŝ22 + 6Ŝ12Ŝ13Ŝ23+
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Von Interesse für die numerische Umsetzung sind die Ableitungen der Invarianten














Ŝ211 + Ŝ212 + Ŝ213
Ŝ212 + Ŝ222 + Ŝ223
Ŝ213 + Ŝ223 + Ŝ233
2
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Idev ·P · Ŝ. (A.27)
A.4. Hinweise zur Berechnung der logarithmischen
Rate in ABAQUS
Für bestimmte Operationen bietet sich die Darstellung von Tensoren zweiter Stufe A









an der i, j-Stelle (i, j = 1, 2, 3) entspricht der Tensorkomponente
Aij.
Als Eingangsgrößen der Materialroutine UMAT werden
σrotJ ...rotierte Spannung (Jaumann-Rate), (A.28)
∆Eaba...Dehnungsinkrement nach ABAQUS-Konvention, (A.29)











...inkrementelle Drehmatrix (Jaumann-Rate), (A.32)
κnα...interne Variablen des vorherigen Zeitschritts (A.33)
bereitgestellt. Da ABAQUS intern mit der Jaumann-Rate arbeitet, sind die daraus
hervorgehenden Größen mit dem Index J versehen. Um die logarithmische Rate an-
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durch Auswertung von (2.59)–(2.65) bei n + 1 gewonnen und




nach den Gleichungen (4.13) und
(4.11) herangezogen. Damit wird die rotierte Spannung σrot unter Nutzung der loga-




















→ σrot (∆E)→ σ̂rot (∆E) = σ
rot
1−Dn . (A.35)
In der letzten Gleichung wird nochmals hervorgehoben, dass die gedrehte Spannung















Für die Materialtangente Kse wird die Ableitung der rotierten Spannung nach dem







rot (∆E + hi)− σrot
ε
, i ∈ {1, 2, 3, .., 6} , (A.37)
hTi=2 =
[
0 ε 0 0 0 0
]
. (A.38)
Die Gleichungen (A.37)–(A.38) bedeuten, dass die i-te Spalte von ∂σrot/∂∆E mithilfe
der gestörten Spannung σ̄rot berechnet wird, wobei σ̄rot durch Störung der i-ten Kom-
ponente von ∆E hervorgeht. Die Störung des Dehnungsinkrements wird durch das
Hinzuaddieren des Vektors h erreicht, welcher an der i-ten Stelle den Wert 0 < ε 1
enthält, siehe Gl. (A.38) für i = 2. Der Wert ε wird als Bruchteil des betragsmäßig
größten Eintrags |E|max von ∆E gewählt, ε = 1 · 10−6|E|max. Falls |E|max = 0 vorliegt
wird ε = 1 · 10−9 vorgeschrieben.
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A.5.1. Thermomechanisch gekoppeltes Modell
Zur Berechnung der in Gl. (4.29) auf Seite 79 eingeführten Materialtangenten werden
differentielle Darstellungen der Spannung und der Wärmequelle analog zu Gl. (4.28)
benötigt. Die Auswertung erfolgt im konvergierten Zustand ζ des durch (4.60)–(4.62)
definierten Newton-Raphson-Verfahrens. Als zusätzliche variable Größen werden zu-
nächst die Testspannung σtr und das Temperaturinkrement ∆ϑ angesehen. Im nach-
folgenden Teil wird der Index n+ 1 aus Gründen der Übersichtlichkeit weggelassen.




























= ∆εeq + kgj σeqϕ′∆z, (A.40)
dN tr = 32σtreq






 · dσtr = Φ · dσtr (A.41)
eingeführt werden.
Nachfolgend sind die Differentiale der Lösungsgrößen d∆εeq und d∆z in Gl. (A.39)
als Funktionen der externen Größen dσtr und d∆ϑ auszudrücken. Dazu wird das totale
Differential des Residuums (4.55) berechnet, wobei wiederum σtr und ∆ϑ als variable
Größen zugelassen werden. Man erhält durch Umstellen das lineare Gleichungssystem
J · dζ = U d∆ϑ+ V · dσtr (A.42)
























 , DIM (3× 6) . (A.44)










die Adjungierte der Jacobi-Matrix darstellt. Ausmultiplizieren und










 · dσtr (A.46)
mit den (1× 6) Zeilenvektoren Bes, Bls und Bzs. Einsetzen dieser Beziehungen in das
totale Differential der Spannung (A.39) führt auf
dσ = Dtr · dσtr +Dt d∆ϑ (A.47)
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bei Definition der Größen
Dtr = I − C ·










− C · δ ·Bls
1
34v, (A.48)





























aus Gl. (A.47) die notwendigen Ableitungen zur Bestimmung der Materialtangenten
Kse und Kst:




















Mit den bisherigen Ergebnissen lässt sich das totale Differential der Wärmequelle




































geschrieben werden kann. Das totale Differential derselben lautet




























































Mithilfe der Differentiale (A.46) und des totalen Differentials der Testspannung (A.50)
können die benötigten partiellen Ableitungsterme zur Bestimmung der Materialtan-
genteneinträge Kpe und Kpt aus der Neuanordnung
dp̃ =
(


























Zusammengefasst lauten die Rückgabegrößen der Materialroutine des thermomecha-
nisch gekoppelten Materialmodells
σ = 2σeq3 N














+ σ · δT DIM (6× 6) DDSDDE,





DIM (6× 1) DDSDDT,
Kpe =
(







DIM (1× 6) DRPLDE,
Kpt = CeBet + ClBlt + CzBzt+





+ Ct DIM (1) DRPLDT.
A.5.2. Mikromorphes Schädigungsmodell
Zur Berechnung der Materialtangenten werden differentielle Darstellungen der Span-
nung sowie der Pseudo-Wärmequelle analog zu Gl. (4.28) benötigt. Die Auswertung
erfolgt im konvergierten Zustand ζ des Newton-Raphson-Verfahrens. Als zusätz-
liche variable Größen werden die effektive Testspannung σ̂tr und das Inkrement der
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mikromorphen Größe ∆εnl angesehen. Im nachfolgenden Teil wird der Index n+ 1 aus
Gründen der Übersichtlichkeit weggelassen.
Das totale Differential der effektiven Spannung (4.76) ergibt
dσ̂ = dσ̂tr+
− C ·






















= ∆εeq + kgj σ̂eqϕ′∆z, (A.64)
dN tr = 32σ̂treq







 · dσ̂tr = Φ · dσ̂tr. (A.65)
Die Differentiale der Lösungsgrößen d∆εeq, d∆εh und d∆z sind als Funktionen der
externen Größen dσtr und d∆εnl auszudrücken. Dazu wird das totale Differential des
Residuums (4.87) berechnet, wobei σ̂tr und ∆εnl als variable Größen zugelassen werden.
Durch Umstellen ergibt sich das lineare Gleichungssystem
J · dζ = U d∆εnl + V · dσ̂tr (A.66)
























 , DIM (3× 6) . (A.68)





)adj (J ) · (U d∆εnl + V · dσ̂tr) . (A.69)










 · dσ̂tr, (A.70)
mit den (1× 6) Zeilenvektoren Bes, Bvs und Bzs.
Einsetzen dieser Beziehungen in das totale Differential der effektiven Spannung
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(A.63) ergibt
dσ̂ = Dtr · dσ̂tr +Dnl d∆εnl, (A.71)
bei Definition der Größen
Dtr = I − C ·










− C · δ ·Bvs, (A.72)





















liefert den Zusammenhang zu d∆E:





· d∆E +Dnl d∆εnl. (A.75)
Da die Nettospannung σ nach Gl. (4.84) die Rückgabegröße darstellt, muss abschlie-
ßend deren totales Differential betrachtet werden:
dσ = − dD σ̂ + (1−D) dσ̂. (A.76)
Da die Schädigungsvariable D nur von der nichtlokalen Größe ∆εnl abhängt, folgt der
gesuchte Ausdruck





































, D̄n+1 < Dc
Dmaxa
∗ exp (−a∗ (κ− κ∗)) , D̄n+1 ≥ Dc.
(A.79)
Die hervorgehobenen Terme in Gl. (A.77) sind die benötigten Ableitungen zur Bestim-
mung der Materialtangenten Kse und Kst in Gl. (4.29) unter Beachtung der Korre-
spondenz ∆εnl ↔ ∆ϑ.
Weiterhin sind die Tangenteneinträge Kpe und Kpt der Pseudo-Wärmequelle (4.86)
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gesucht. Das totale Differential lautet hier
dp̃ = − d∆εnl + d∆εl. (A.80)
Der lokale Beitrag d∆εl ergibt nach Gl. (4.71) und für den Fall ω ≥ ωc:
d∆εl = q2 d∆εeq + d∆εh
(A.70)= (q2Bes +Bvs) · dσ̂tr + (q2Benl +Bvnl) d∆εnl. (A.81)
Somit folgt für dp̃ unter Zuhilfenahme des Zusammenhangs (A.74) zwischen den Dif-
ferentialen der effektiven Testspannung dσ̂tr und des Verzerrungsinkrementes d∆E



















tr + σ̂h δ
)
DIM (6× 1) STRESS,
p̃ =
−εnl, ωn < ωc−εnl + q2∆εeq + ∆εh, ωn ≥ ωc DIM (1) RPL,






+ σ · δT DIM (6× 6) DDSDDE,





σ̂ DIM (6× 1) DDSDDT,
Kpe =
0






, ωn ≥ ωc
DIM (1× 6) DRPLDE,
Kpt =
−1, ωn < ωcq2Benl +Bvnl − 1, ωn ≥ ωc DIM (1) DRPLDT.
A.6. Nichtlineare und lastrichtungsabhängige
TRIP-Kinematik
Zur genaueren Abbildung der maximal erreichten Umwandlungsdehnung in Abhängig-
keit der Haltespannung können zwei Maßnahmen ergriffen werden: Zum einen kann
ein J3-Einfluss auf die TRIP-Dehnungen angenommen werden. Dieses Vorgehen wird
für TRIP-Stähle [75] bzw. Formgedächtnislegierungen [157] aus kristallografischen Be-
trachtungen motiviert. Zum anderen kann der Greenwood-Johnson-Parameter kgj
als spannungsabhängige Funktion definiert werden, um ein nichtlineares Verhalten ab-
zubilden. Diese Modifikation wird ebenfalls sowohl für die Modellierung transformati-






























(b) J3-Abhängigkeit und kgj (σeq)
Abb. A.1.: Angepasste J3-beeinflusste und nichtlineare TRIP-Kinematik zur Abbildung der maximal
erreichten Dehnungen in Abhängigkeit der Haltespannung: (a) reine J3-Modifikation (A.84) bzw.
(A.85) (kgj = 8.2 · 10−5 MPa−1, 4v = 0.012, b = 0.63); (b) nichtlineare Erweiterung (A.87) bzw.
(A.88) (kgj1 = 3.1 · 10−5 MPa−1, kgj2 = 5.22 · 10−7 MPa−2 , 4v = 0.011, b = 0.66). Experimentelle
Daten aus [145].
Nach Hallberg et al. [75] lautet eine mögliche J3-Erweiterung der Umwandlungsbe-
dingung aus Box 4









+4vσh −Qϑ (ϑ)− T̄ (z) (A.83)








S · S − 23J2δ
))
ż. (A.84)
Der Parameter b bestimmt den Einfluss der dritten Invariante J3. Die Vereinfachung
der Fließregel (A.84) für den einachsigen Lastfall nach dem Vorgehen analog zu den


















1, σ̄ > 0
0, σ̄ = 0
−1 σ̄ < 0.
(A.86)
Damit ergibt sich ein bilinearer Verlauf, wobei der Knick der bilinearen Funktion
bei σ̄ = 0 liegt, siehe Abb. A.1 (a). Hiermit lässt sich insbesondere das Verhalten
bei σ̄ = 0 verbessern. Jedoch wird deutlich, dass zur exakten Anpassung zusätzlich
ein nichtlinearer Einfluss benötigt wird. Mahnken et al. [130] folgend wird hierzu der
Greenwood-Johnson-Parameter als lineare Funktion der Vergleichspannung σeq de-
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finiert:
kgj (σeq) = kgj1 + kgj2σeq. (A.87)
Diese Abhängigkeit geht direkt in die Umwandlungsbedingung (A.83) ein. Gleichzei-
tig wird zur Ableitung von Dtrip nach Gl. (A.84) der Spannungseinfluss von kgj nicht
beachtet (nichtassoziierte Fließregel). Das Modell bleibt trotz dieser Änderungen ther-







+ (kgj1 + kgj2 |σ̄|)
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Das angepasste Modell ist in Abb. A.1 (b) den experimentellen Daten gegenüber-
gestellt. Die Kombination aus J3-Abhängigkeit und spannungsabhängigem Green-
wood-Johnson-Parameter ermöglicht eine sehr gute Abbildung des betrachteten As-
pekts der TRIP-Kinematik. Ähnliche Anpassungen sind auch für die makroskopische
Kinematik im Rahmen phänomenologischer Modelle von Formgedächtnislegierungen
etabliert [34]. Im Unterschied zum linearen Ansatz in Gl. (A.87) werden bei Model-
len für Formgedächtnislegierungen sättigende Funktionen für den Spannungseinfluss
verwendet [34, 109].
Die vorgeschlagenen Modifikationen (Gleichungen (A.83), (A.84) und (A.87)) verän-
dern das Materialmodell in Box 4 derart, dass keine algorithmische Behandlung durch
ein Radial-Return-Verfahren mehr möglich ist, wie dieses in Abschnitt 4.2 dargelegt
wird. Entsprechende Alternativverfahren werden z. B. von Chemisky et al. [34] disku-
tiert. Auf eine Erweiterung des Modells wird in dieser Arbeit verzichtet, da die TRIP-
Kinematik keinen entscheidenden Effekt für die vorrangig betrachtete Materialantwort
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BLM Boundary Layer Modell
CDM Continuum Damage Mechanics
CERN Conseil européen pour la recherche nucléaire
CT Compact Tension (Kompaktzugprobe)
CTOD Rissspitzenverschiebung (engl. Crack Tip Opening Displacement)
CZM Kohäsivzonenmodell (engl. Cohesive Zone Model)
ESZ Ebener Spannungszustand, d. h. die Normalspannung in Dickenrichtung
ist null
EVZ Ebener Verzerrungszustand, d. h. die Verzerrung in Dickenrichtung ist null
exp Experimentelles Ergebnis
FE Finite Elemente
FEM Finite Elemente Methode
FHG Freiheitsgrade
GTN Gurson-Tvergaard-Needleman-Modell
KM Koistinen-Marburger-Modell, Gl. (1.8)
MH Kriterium der maximalen Hauptspannung (Normalspannungshypothese),
Gl. (6.2)
MH-1, MH-2 Modelle mit maximaler Hauptspannungshypothese, Tab. 6.4
M-KG Messstelle Kerbgrund , Abb. 6.4
MPC Multi Point Constraint , Abb. 6.9
M-PM Messstelle Probenmitte, Abb. 6.4
MS 1, MS 2, MS 3 Temperaturmessstellen, Abb. 5.21
OC Olson-Cohen-Modell, Gl. (1.7)
Q&P Quenching and Partitioning
R1,...,R8 Gekerbte Rundzuprobe mit Kerbradius 1,...,8 mm
R-Kurve Risswiderstandskurve
RS Glatte Rundzuprobe
R&T-1, R&T-2 Modelle mit Rice-Tracey-Kriterium, Tab. 6.4
R&T Modifiziertes Rice-Tracey-Kriterium, Gl. (6.4)
SENB Einseitig gekerbte Biegeprobe (engl. Single Edge Notched Bend)
SFB 799 Sonderforschungsbereich 799: „TRIP-Matrix-Composite“
sim Ergebnis einer Simulation
TRIP Transformation Induced Plasticity
TWIP Twinning Induced Plasticity
ZV Zustandsvariablen
Lateinische Symbole
Anl Parameter des mikromorphen Gradiententerms, Gl. (3.8)
A0 Nominelle Querschnittsfläche
be Charakteristische Elementgröße (Kantenlänge)
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B Volumen (Gebiet) des materiellen Körpers
b0 Parameter der J3-abhängigen Verfestigung, Gl. (5.31)
B Linker Cauchy-Green-Tensor, Gl. (2.10)
c1, c2 Parameter der temperaturabhängigen Anfangsfließspannung, Gl. (5.23)
cε Wärmekapazität, Gl. (2.90)
C0, C1, C2 Koeffizienten des modifizierten Rice-Tracey-Kriteriums, Gl. (6.4)
cs Charakteristische Geschwindigkeit der Scherwellen, Gl. (6.8)
C Elastizitätstensor (isotrop), Gl. (2.52)
D Schädigungsvariable
da Infinitesimales Flächenelement in der Momentankonfiguration
D̄ Hilfsvariable der Schädigung, Gl. (3.75)
Dc Kritischer Schädigungswert (Rissnukleation bzw. totales Versagen)
Del Elastische Deformationsrate, Gl. (2.55)
Dmax Numerischer Endwert der Schädigung, Gl. (3.75)
D0 Anfangsschädigung, Gl. (3.71)
Dpl Viskoplastische Deformationsrate
D Deformationsrate, Gl. (2.14)
Dεtrip TRIP-Deformationsrate aufgrund verformungsinduzierter Martensitbildung,
Gl. (3.44)
Dtrip TRIP-Deformationsrate
Dϑtrip TRIP-Deformationsrate aufgrund athermischer Martensitbildung, Gl. (3.44)
dv Infinitesimales Volumenelement in der Momentankonfiguration




F Skalare Gesamtzielfunktion der Parameterschätzung
fc Kritische Porosität (Porenkoaleszenz)
ff Porosität bei totaler Entfestigung
fi i-te Zielfunktion der Parameterschätzung
Fsb Konjugierte Kraft zur Scherbandbildungsrate
fsb Scherbandvolumenanteil
F Deformationsgradient, Gl. (2.7)
#»
f Leistung massebezogener Kräfte
G Schubmodul
g1, ..., gP Nebenbedingungen der Parameterschätzung
G0 Separationsarbeit (Kohäsivzonenmodell)
h Spannungsmehrachsigkeit, Gl. (3.38)
H Verfestigung, Gl. (5.25)
hc Koeffizient der Wärmeleitung über Kontaktflächen
Hinf Parameter der Verfestigung, Gl. (5.25)
Hnl Strafparameter, Gl. (3.8)
H0 Parameter der Verfestigung, Gl. (5.25)
ht Koeffizient der Wärmekonvektion (Luft-Festkörper)
htrip Amplitude und Fließrichtung der TRIP-Deformationsrate, Gl. (3.46)
hv Amplitude und Fließrichtung der umwandlungsbedingten Deformationsra-
te
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Idev Matrix zur Extraktion des deviatorischen Anteils, Gl. (A.21)
I1 Erste Invariante des Spannungtensors, Gl. (3.27)
I Einheitstensor vierter Stufe, I = δikδjl #»e i ⊗ #»e j ⊗ #»e k ⊗ #»e l
Jac Jacobi-Determinante, Gl. (2.8)
J Jacobi-Matrix
J2 Zweite Invariante des Spannungsdeviators, Gl. (3.28)
J3 Dritte Invariante des Spannungsdeviators, Gl. (3.40)
K Kompressionsmodul
K Kinetische Energie
Kα Thermodynamisch konjugierte Kraft (allg.), Gl. (2.83)
k1, k2 Parameter der modifizierten Umwandlungsbarriere, Gl. (5.8)
kgj Greenwood-Johnson-Konstante, Gl. (1.3)
KI Spannungsintensitätsfaktor (Modus I)
kkm Konstante der Koistinen-Marburger-Kinetik, Gl. (1.8)
Kpe Tangenteneintrag, Gl. (4.29)
Kpt Tangenteneintrag, Gl. (4.29)
ks Konstante der TRIP-Kinematik nach Stringfellow, Gl. (1.4)
Kse Tangenteneintrag (Spannungstangente), Gl. (4.29)
kσ Parameter der Umwandlungsfunktion, Gl. (3.58)
Kst Tangenteneintrag, Gl. (4.29)




l Geschwindigkeitsgradient, Gl. (2.11)
m Exponent des Norton-Gesetzes, Gl. (3.24)
m Masse
mc Generalisierte Kraftflussgröße







Msσ Temperatur, bei der Fließen im Austenit und Umwandlung zusammenfal-
len
mz Faktor der empirischen Mischungsregel, Gl. (5.24)
N log Spintensor der logarithmischen Rate, Gl. (2.60)
noc Parameter der OC-Kinetik, Gl. (1.7)
N Richtung des Spannungsdeviators, Gl. (1.5)
#»n Einheitsnormale zur Oberfläche
P Bezeichnung eines materiellen Punktes
Pa Leistung der Trägheitskräfte
Pc Leistung von Oberflächenkräften
Pe Leistung externer Kräfte




P Skalierungsmatrix, Gl. (A.23)
pred Zusammengefasster Vektor der gesuchten, identifizierbaren Modellparame-
ter
pg Vektor aller gesuchten Modellparameter
pth Massenspezifische Wärmequelle
p̃ Volumenbezogene Wärmequelle, Gl. (2.94)
q Parameter der Verfestigung, Gl. (5.25)
Q Wärme
q1 Einflussparameter der hydrostatischen Spannung, Gl. (3.24)
Qε Konjugierte Kraft zur verformungsinduzierten Martensitbildungsrate
Q Zeitabhängiger Drehtensor
Qϑ Konjugierte Kraft zur athermischen Martensitbildungsrate
#»q th Wärmeflussvektor
q2 Einflussparameter der Vergleichsdehnung, Gl. (3.70)
R Verfestigungsfunktion
r Verfestigungsvariable
rc Parameter der Verfestigung, Gl. (5.25)
Rp0.2 Ersatzdehngrenze bei 0.2 % plastischer Dehnung
R Residuumsvektor des Newton-Verfahrens
S Entropie
s Massenspezifische Entropie
S Spannungsdeviator, Gl. (1.3)
t Zeit






u Massenspezifische innere Energie
#»u Verschiebungsvektor, Gl. (2.4)
V Volumen
V0 Volumen in der Ausgangskonfiguration
V Linker Strecktensor, Gl. (2.10)
#»v Materielle Geschwindigkeit, Gl. (2.13)
#»v 0 Anfangsgeschwindigkeit
Wel Verzerrungsenergie, Gl. (2.51)
W Spintensor, Gl. (2.15)
#»x Ortsvektor, Gl. (2.3)
Y Energiefreisetzungsrate, Gl. (3.17)
ytr Umwandlungsfunktion athermischer Martensitbildung, Gl. (3.51)
z Martensitvolumenanteil
Z Kombinierte Triebkraft der athermischen Martensitbildung, Gl. (3.49)
z1, z2 Parameter der J3-abhängigen Verfestigung, Gl. (5.31)
Z1, Z2, Z3 Parameter der empirischen Mischungsregel, Gl. (5.24)
zε Verformungsinduzierter Martensitvolumenanteil
zϑ Athermisch bzw. spannungsunterstützt gebildeter Martensitvolumenanteil
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Griechische Symbole
α3, α4 Parameter des Temperatureinflusses, Gl. (5.20)
α0, ..., α2 Parameter des Mehrachsigkeitseinfluss, Gl. (5.20)
αh Mehrachsigkeitsabhängiger Faktor der Scherbandbildung, Gl. (3.62)
αinst Instantaner Wärmeausdehnungskoeffizient, Gl. (2.57)
αoc Parameter der Scherbandbildungsrate der OC-Kinetik, Gl. (1.7)
a∗ Parameter der Sättigungsfunktion für Schädigung, Gl. (3.76)
αt Temperaturabhängiger Faktor der Scherbandbildung, Gl. (3.62)
αth Wärmeausdehnungskoeffizient
β3, β4 Parameter des Temperatureinflusses, Gl. (5.21)
β0, ..., β2 Parameter des Mehrachsigkeitseinfluss, Gl. (5.16)
βh Mehrachsigkeitsabhängiger Faktor der Bildungswahrscheinlichkeit, Gl. (3.63)
βoc Wahrscheinlichkeitsparameter der OC-Kinetik, Gl. (1.7)
βt Temperaturabhängiger Faktor der Bildungswahrscheinlichkeit, Gl. (3.63)
#»χ Abbildungsfunktion eines materiellen Punktes, Gl. (2.3)
∂B Rand (Oberfläche) des materiellen Körpers
δ Kronecker-Symbol, δij = 0 für i 6= j; 1 für i = j
∆a Rissverlängerung, Gl. (6.9)
∆E Verzerrungsinkrement, Gl. (4.17)
∆Eel Elastisches Verzerrungsinkrement, Gl. (4.19)
∆Epl Inelastisches Verzerrungsinkrement, Gl. (4.19)
∆εie Zusammengefasste Ersatzgröße, Gl. (A.40)
∆εie Hilfsgröße zur Berechnung der Materialtangenten, Gl. (A.40)+(A.64)
4Ga→m Differenz der Gibbs-Energie zwischen Austenit und Martensit
4Ga→mchem Chemischer Anteil der Differenz der Gibbs-Energie
4ga→mchem Volumenbezogene Differenz der temperaturabhängigen Gibbs-Energie
4Ga→mmech Mechanischer Anteil der Differenz der Gibbs-Energie
∆l Längenänderung
δ Einheitstensor zweiter Stufe, δ = δij #»e i ⊗ #»e j
4v Maximale Volumendehnung bei Phasenumwandlung, Gl. (1.2)
ε̇h Rate der volumetrischen viskoplastischen Dehnung, Gl. (3.33)
ε Einachsige wahre Dehnung
ε̄ Formparameter des Kohäsivzonenmodells, Gl. (6.11)
εc Parameter der Schädigungsentwicklung (kritische Dehnung), Gl. (3.71)
εeq Plastische Vergleichsdehnung nach von Mises, Gl. (3.36)
εl Lokale Variable, welche mit Gradienteneffekten versehen werden soll
εnl Nichtlokale (mikromorphe) Variable
ε̇0 Dehnratenparameter des Norton-Gesetzes, Gl. (3.24)
εt Technische Dehnung
ε Allgemeiner Verzerrungstensor
εlog Hencky-Verzerrungstensor, Gl. (2.9)
εellog Elastischer Teil des Hencky-Verzerrungstensors
εtrip TRIP-Verzerrungstensor bei kleinen Deformationen, Gl. (1.3)
εv Volumetrische Umwandlungsdehnung, Gl. (1.2)
γdam Dissipation aufgrund von Schädigung
γm Mechanische Dissipation, Gl. (2.82)
γSF Stapelfehlerenergie
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γth Thermische Dissipation, Gl. (2.75)
γtrip Dissipation aufgrund von Martensitbildung
γvpl Dissipation aufgrund von viskoplastischem Fließen
κ Hilfvariable der Schädigungsentwicklung, Gl. (3.68)
κα Allgemeine interne Zustandsvariable
κ∗ Parameter der Sättigungsfunktion für Schädigung, Gl. (3.77)









Ω Kernfunktion des Schädigungsindikators, Gl. (3.72)
ω̄ Formparameter des Kohäsivzonenmodells, Gl. (6.11)
ωc Kritischer Wert des Schädigungsindikator (Schädigungsinitiierung)
Ωgen Allgemeiner schiefsymmetrischer Tensor nach Gl. (4.2)
Ωlog Logarithmischer Spintensor, Gl. (2.59)
ω Inkrementeller Drehtensor, Gl. (4.11)
Φ Modifiziertes Norton-Dissipationspotential, Gl. (3.24)
φ Lode-Winkel, Gl. (3.41)
ϕ Heuristische Gewichtungsfunktion, Gl. (1.3)
Φ Zusammengefasste Größe der abgeleiteten Trial-Normale, Gl. (A.41)
#»ϕ Bewegungsfunktion, Gl. (2.6)
ψ Massenspezifische freie Helmholtz-Energie
ρ Dichte
σ Einachsige wahre Spannung
σc Beanspruchbarkeitsparameter, Gl. (3.73) bzw. Gl. (6.2)
σeq Vergleichsspannung nach von Mises, Gl. (3.25)
σh Hydrostatische Spannung, Gl. (3.26)
σ̂ Effektiver Spannungstensor, Gl. (3.13)
σ̂I Maximale Hauptspannung
Σ0 Parameter der Anfangsfließspannung, Gl. (5.23)
σ0 Anfangsfließspannung, Gl. (5.23)
σrot Inkrementell gedrehter Spannungstensor, Gl. (4.16)
σ Cauchy-Spannungstensor
σy Fließspannungsparameter, Gl. (3.34)
τks Normierte Kohäsivspannung (Kohäsivzonenmodell)
τL Charakteristische Zeit der Belastung, Gl. (6.7)
τ0 Kohäsivfestigkeit (Kohäsivzonenmodell)
ϑ Temperatur
ϑb0, ϑb1 Parameter der J3-abhängigen Verfestigung, Gl. (5.31)
ϑ0 Bezugstemperatur der Wärmedehnung
ϑ∗ Bezugstemperatur in der freien Energie, Gl. (3.7)
#»
ξ Ortsvektor eines materiellen Punktes in der Ausgangskonfiguration, Gl. (2.5)
ζ Vektor der Unbekannten des Newton-Verfahrens
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Tensoren, Tensoroperatoren, Ableitungen und besondere Bezeichnungen
#»
A Tensor erster Stufe
A Tensor zweiter Stufe
A Tensor vierter Stufe
#»
A
(n) Tensor n-ter Stufe
⊗ Dyadisches Produkt, #»a ⊗ #»b = aibj #»e i ⊗ #»e j
· Skalarprodukt, #»a · #»b = aibj #»e i · #»e j = aibjδij = aibi
: Doppelte Kontraktion,A : B = AijBkl ( #»e i · #»e k) ( #»e j · #»e l) = AijBklδikδjl =
AijBij
adj () Adjungierte einer Matrix
()−1 Inverse eines Tensors
tr () Spur eines Tensors zweiter Stufe, tr (A) = A : δ = Aii
()T Transponierte eines Tensors
#»∇ Nabla-Operator, #»∇ = ∂( )
∂xi
#»e i
div () Divergenz, div #»T (n) = #»∇ · #»T (n)
grad () Gradient, grad #»T (n) = #»∇⊗ #»T (n)
∆x Laplace-Operator, Gl. (1.12)
()∗ Virtuelle Größe, virtuelle Änderung einer Größe
(̄) Vorgeschriebene Größe
(̂) Effektive Größe, siehe Gl. (3.13)

() Logarithmische Zeitableitung, Gl. (2.58)
〈〉 Macauly-Klammer, Gl. (3.35)
◦
() Objektive Zeitableitung
()tr Aus der Testspannung σtr berechnete Größe, siehe Gl. (4.43)
() Vektordarstellung eines Tensors zweiter Stufe
() Matrixdarstellung eines Tensors vierter Stufe
D
Dt , (̇) Rate bzw. materielle Zeitableitung einer Größe, Gl. (2.12)
